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Abstrak
Artikel ini membahas penggunaan matriks rancangan terpartisi dalam analisis percobaan
tiga faktor, sebagai alternatif penggunaan aljabar biasa dengan banyaknya subskrip peubah
respon sesuai dengan banyaknya faktor yang digunakan dan ulangan. Bila partisi matriks
tersebut adalah X yang bersesuaian dengan sumber keragaman dalam model, dan Y adalah
vektor respon, maka perhitungan jumlah kuadratnya menggunakan bentuk kuadratik
YEX(XIX)EXTY.

Kata Kunci: jumlah kuadrat, matriks rancangan terpartisi, percobaan tiga faktor

PENDAHULUAN

Penghitungan jumlah kuadrat untuk tiap-tiap sumber keragaman merupakan
salah satu tahapan dalam analisis keragaman model rancangan percobaan. Secara
umum, jumlah kuadrat total keragaman respon terdiri dari jumlah kuadrat keragaman
model dan jumlah kuadrat keragaman galat percobaan (Gomez and Gomez, 1984).

Aspek yang dipelajari dalam sebuah percobaan tunggal disebut dengan faktor.
Sedangkan taraf perlakuan adalah kategori yang berbeda dalam suatu faktor. Apabila
suatu percobaan dirancang / dilakukan dengan menggunakan lebih dari satu faktor
sekaligus, maka percobaan tersebut disebut dengan Percobaan Berfaktor (Lentner and
Bishop, 1986).

Keseluruhan taraf perlakuan yang digunakan untuk satu kali ulangan merupakan
hasil kali silang keseluruhan dari taraf-taraf semua faktor yang digunakan dalam
percobaan. Bila masing-masing taraf perlakuan diulang r kali maka banyaknya satuan
percobaan yang digunakan adalah r kali banyaknya taraf perlakuan (Dean and Voss,
1999).

Rumus klasik yang banyak digunakan untuk menghitung jumlah kuadrat
menggunakan notasi aljabar yaitu notasi jumlah yang kadang sampai beberapa kali
tergantung banyaknya subskrip yang digunakan (Little and Hills, 1978). Notasi ini
sudah tentu akan membutuhkan pemahaman terlebih dahulu agar tidak sampai terjadi
kesalahan penghitungan. Notasi aljabar matriks merupakan sebuah alternatif yang dapat
digunakan. Namun demikian, karena matriks rancangan pada model rancangan
percobaan tidak berpangkat penuh, maka juga akan ditemui kendala dalam penerapan
perhitungannya karena harus menggunakan matriks kebalikan umum (Christensen,
2011).

Metode matriks rancangan terpartisi untuk penghitungan jumlah kuadrat pada
berbagai rancangan dasar seperti Rancangan Acak Lengkap, Rancangan Acak
Kelompok Lengkap dan Rancangan Persegi Latin telah diperkenalkan oleh Nugroho
(2014).
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Artikel ini membahas penghitungan jumlah kuadrat percobaan tiga faktor pada
rancangan acak lengkap seimbang. Juga akan diperlihatkan besarnya derajat bebas serta
hitungan kuadrat tengah tiap komponen sumber keragaman; distribusi jumlah kuadrat
dan kebebasan antar jumlah kuadrat, khususnya kebebasan jumlah kuadrat tiap
komponen sumber keragaman terhadap jumlah kuadrat galatnya. Teladan akan
diberikan disertai dengan routine program dalam bahasa R.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Model Rancangan Tiga Faktor pada rancangan acak lengkap adalah seperti
berikut:

Yia = u+a+ B+ +(@f)y +(ap)y +(Br) i + (@B )i + &
I=12,..,a j=12,..,b k=12,...c I=12,..,r
dengan Y, adalah pengamatan ke-l yang memperoleh perlakuan A ke-i perlakuan B ke-
J dan perlakuan C ke-k; x adalah rata-rata umum; «; pengaruh perlakuan A ke-i; g,
pengaruh perlakuan B ke-j; y, pengaruh perlakuan C ke-k; (af); pengaruh interaksi
perlakuan A ke-i dan perlakuan B ke-j; (ay), pengaruh interaksi perlakuan A ke-i dan
perlakuan C ke-k; (By); pengaruh interaksi perlakuan B ke-j dan perlakuan C ke-k;
(aBr)i pengaruh interaksi perlakuan A ke-i perlakuan B ke-j dan perlakuan C ke-k;
&;q 9alat percobaan ke-l yang memperoleh perlakuan A ke-i perlakuan B ke-j dan

perlakuan C ke-k.
Dengan menggunakan notasi aljabar matriks, model diatas dapat dituliskan menjadi
Y =XpB+¢& dengan Y adalah vektor amatan berukuran abcr x 1, X adalah matriks

rancangan berukuran abcr x (1+a+b+c+ab+ac+bc+abc) yang dipartisi menjadi
[X, X Xy Xe Xy Xae Xpe Xgpe]dengan

X, =1, ®1,®1,®1,

Xa=loa ®L,, ®1,, ®1,

Xb =1, ® beb ®1,®L,

Xc ::_l'axl ®1‘b><l ® chc ®1r><l

Xap = loa ® 1y, ®L, @1

Xae = laa ®1 Ol ®1

Xbc =14 ® beb ® Ic><c ®1.,

Xave = laxa @y ® 1 ®1

serta S adalah vektor parameter model berukuran (1+a+b+c+ab+ac+bc+abc) x
1’ét = (s sy Oy Bryeos By Vireos Yor (@) 115w seveses (7)) AN ¢ vektor galat
percobaan berukuran abcr x 1.

Selanjutnya, formula aljabar yang digunakan untuk menghitung jumlah kuadrat
pada percobaan tiga factor adalah seperti berikut :

555w |

Faktor Koreksi FK = ( s

abc

rabc
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a b c r

Jumlah Kuadrat Total JK[Total]=>">">">"Y2 —FK
i1 =1 k=1 I=L
Y2
Jumlah Kuadrat A JK[A]= Z——FK

i=1

b .
Jumlah Kuadrat B JK[B] = Z_J_

j= rac
Jumlah Kuadrat C JK[C]=

k=1
Y2
Jumlah Kuadrat interaksi AB JK[AB]= ZZ - FK - JK[A]- JK[B]
i=1 J—l
Y2
Jumlah Kuadrat interaksi AC JK[AC] = ZZ Lk,
i=1 k=1
b c Y2
Jumlah Kuadrat interaksi BC JK[BC]=>>" - —FK - JK[B]-JK[C]

=1 k=1

— FK — JK[A] - JK[C]

Jumlah Kuadrat interaksi ABC

JK[ABC] = ZZZ Y - FK - JK[A]- JK[B]- JK[C]

i=1 j=1 k=1

- JK[AB] ~ JK[AC]- JK[BC]

Sebelum menghitung jumlah kuadrat untuk tiap komponen, untuk lebih mudahnya
dihitung matriks proyeksinya dengan bentuk umum M = X (X'X)™ X" seperti berikut :

M;zz%Jaxa®beb®chc®JrXr
rabc
Ma:%laxa®‘]bxb®‘]cxc®‘]rxr
roc
1
M, =—1J,.®Il,,®J]_  &®J
B rac bxb CxC rxr
M;/:Elt)‘]axa(@‘]bxb@lch@‘]rxr
1
M, =—I1_.®I &®J &I
afp re axa bxb CxC rxr
May:r_]l-:)laxa®‘]bxb®lcxc®‘]rxr
M —i.] &I, ®  ®J
Br ra axa bxb cxC rxr
1

M By :Flaxa®|bxb ®chc ®‘err

Dengan menggunakan notasi matriks, jumlah kuadrat tiap komponen keragaman
percobaan tiga faktor dapat ditulis menjadi
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IK[A] = Y/ (M, =M, )Y

JK[B] = Y'(M, —M,)Y

IKIC] = Y/ (M, -M,)Y

IK[AB] = Y'(M,,—M, =M, +M,)Y

JK[AC] = Y'(M; =M, =M +M )Y

JK[BC] = Y'(Mp,—M, =M, +M,)Y

JK[ABC] = Y'(M,,—My, =M, =M + M, + M, + M, - M )Y
JK[Galat] = Y'(I - M,,,)Y

JK[Total] = Y'(1-M )Y

Misalkan vektor peubah acak Y berukuran n x 1 berdistribusi N(y : 4 1). Sebagai
akibatnya, peubah acak U = Y’4Y berdistribusi %2 (u:K;1) dengan derajat bebas K dan
parameter ketidaksentralan A, dengan 1 = u’4Aw/2, jika dan hanya jika A matriks
idempoten dengan rank K (Graybill, 2000).

Tabel 1. Perkalian Matriks Proyeksi

Mu Ma Mo Mc Moab Moac Mbc Moabc
My My My My My My My My My
Ma My Ma My My Ma Ma My Ma
Mp My My Mo M, Mp My Mo Mo
Mc My My My Mc My Mc Mc Mc
Moab Mp Ma Mo Mp, Mab Ma Mo Moab
Moac Mp Ma Mp. Mc Ma Moac Mp Mac
Mbc My My Mo Mc Mp My Mbc Y/ [
Mabc Mu Ma Mo Mc Moab Moac Mbc Mabc

Dengan menggunakan sifat-sifat matriks proyeksi dan tabel perkalian matriks,
dapat ditunjukkan bahwa (M, -M ), (M, -M ), (M, -M ),

Mp-M,-M,+M ), M, -M,-M . +M ), M,, —- M, -M_ +M ),
(Mabc_Mab_Mac_Mbc+Ma+Mb+MC_M/4)! (I_Mabc)’dan (I_M,u)

merupakan matriks-matriks yang simetris dan idempoten. Dengan demikian, rank dari
tiap matriks tersebut sama dengan trace-nya masing-masing (Rencher & Schaaltje,
2008).

Sehingga tr(M,-M )=a-1, tr(M,-M,)=b-1, tr(M,-M,)=c-1,

tr(M,,-M, =M, +M ) =(a-1)(b-1), tr(M,,-M,-M_+M,)=(a-1)(c-1),
tr(My, =M, =M +M ) =(b-1)(c-1),

trMape—My, =M. —My + M, + M, + M -M )=(a-D(b-1)(c-I),

tr(1 —M,,.) = (r—1abc, dan tr(I -M ) =rabc-1
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Dengan menggunakan argumen diatas, dan tanpa kehilangan sifat umum apabila
Y berdistribusi N(O, 1), maka

JKIA] ~ 22, IKI[B] ~ z2., IKIC] ~ z&., IK[AB] ~ xiinpyy, JKIAC] ~
Z(Za—l)(c-n , JK[BC] ~ Z(zb—l)(c—l) , JK[ABC] ~Z(2a—1))b—1)(c—1)’ dan JK[Galat] ~ Z(Zr-l)abc

Kuadrat Tengah didefinisikan sebagai hasil bagi Jumlah Kuadrat dengan derajat
bebasnya. Dengan demikian

KT[A] = Y'(M,-M,)Y /(a-1)

KT[B] = Y'(M,—M,)Y /(b—1)

KT[C]= Y'(M,—M,)Y/(c-1)

KT[AB] = Y'(M,,—M, =M, +M,)Y /(a-1)(b-1)

KT[AC] = Y'(M,.—M, -M +M,)Y /(a-1)(c-1)

KT[BC] = Y'(M,,—M, —M_+M,)Y /(b—1)(c-1))

Y (Mape =My =M =My + M, + M, + M, _M”)Y
(a-1)(b-1(c-1) -

KT[Galat] = Y'(I =M, )Y /((r —1)abc)

dan untuk model tetap, nilai harapan kuadrat tengah untuk tiap komponen
keragamannya adalah

NHKT[Galat] = ¢?, NHKT[ABC] = o +rg,.., NHKT[BC] =
NHKT[AC] = o’ +rbg,., NHKT[AB] = o’ +rcg,,, NHKT[C] =
NHKT[B] = o +racg, , dan NHKT[A] = & +rbcg, .

KT[ABC] =

~+ragg.,

2
8
2
o " +rabg. ,

““Nm,\_,

Kita tahu bahwa jika W berdistribusi kai-kuadrat dengan derajat bebas dbw dan
Z berdistribusi dbz serta W dan Z saling bebas, maka (W/dbw)/(Z/dbz) akan memiliki
distribusi F dengan derajat bebas dbw dan dbz.

Dua peubah acak bentuk kuadratik Y'AY dan Y'BY saling bebas, jika dan
hanya jika AB = O.

Untuk memverifikasi bahwa seluruh Jumlah Kuadrat Pengaruh Utama dan
Interaksinya saling bebas terhadap Jumlah Kuadrat Galat nya, dapat diperiksa dengan
bantuan tabel perkalian matriks proyeksi, bahwa
(Ma_My)(I abc) 0, (M -M )(I abc) 0, (M -M )(I

(Mab_Ma_Mb_'_My)(l abc) 0, (M _Ma_Mc+M,u)(|
(Mbc_Mb_Mc+My)(| abc) O dan
Mp.—M,—M_ -M, . +M_+M, + M, —My)(l

abc) 0
)=0,

abc

abc) 0

Selanjutnya kita dapat simpulkan bahwa: (1) Untuk menguji adanya pengaruh
utama A, tolak hipotesis nol apabila KT[A]/KT[Galat] cukup besar nilainya.
KT[A]/KT[Galat] berdistribusi F dengan derajat bebas a-1 dan (r-1)abc, (2) Untuk
menguji adanya pengaruh utama B, tolak hipotesis nol apabila KT[B]/KT[Galat] cukup
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besar nilainya. KT[B]/KT[Galat] berdistribusi F dengan derajat bebas b-1 dan (r-
1)abc, (3) Untuk menguji adanya pengaruh utama C, tolak hipotesis nol apabila
KT[C]/KT[Galat] cukup besar nilainya. KT[C]/KT[Galat] berdistribusi F dengan
derajat bebas c-1 dan (r-1)abc, (4) Untuk menguji adanya pengaruh interaksi AB, tolak
hipotesis nol apabila KT[AB]/KT[Galat] cukup besar nilainya. KT[AB]/KT[Galat]
berdistribusi F dengan derajat bebas (a-1)(b-1) dan (r-1l)abc, (5) Untuk menguji
adanya pengaruh interaksi AC, tolak hipotesis nol apabila KT[AC]/KT[Galat] cukup
besar nilainya. KT[AC]/KT[Galat] berdistribusi F dengan derajat bebas (a-1)(b-1) dan
(r-1)abc, (6) Untuk menguji adanya pengaruh interaksi BC, tolak hipotesis nol apabila
KT[BC]/KT[Galat] cukup besar nilainya. KT[BC]/KT[Galat] berdistribusi F dengan
derajat bebas (b-1)(c-1) dan (r-1)abc, (7) Untuk menguji adanya pengaruh interaksi
ABC, tolak hipotesis nol apabila KT[ABC]/KT[Galat] cukup besar nilainya.
KT[ABC]/KT[Galat] berdistribusi F dengan derajat bebas (a-1)(b-1)(c-1) dan (r-1)abc.

Teladan diberikan untuk percobaan 2 x 2 x 2, artinya setiap perlakuan baik A, B,
maupun C terdiri dari 2 taraf yang datanya diambil dari Hicks (1964).

Tabel 2. Pengaruh Tipe Alat, Sudut Kemiringan, dan Tipe Pemotongan pada konsumsi
listrik pada pemotongan keramik ( 2(X-28))

Tipe Alat
Tipe 1 2

Pemotongan Sudut Kemiringan Sudut Kemiringan
15° 30° 15° 30°

2 1 0 3

-3 1 1 8

Kontinu 5 4 0 2

-2 9 -6 0

0 -2 -7 -1

-6 2 -6 0

Terinterupsi -3 -1 0 -2
-3 -1 -4 -4

Matriks rancangan terpartisi tersebut, setelah digabung dengan vektor amatan di kolom
terakhirnya adalah seperti berikut :

R R R R R R PR R R R R R
L = S S e = W = Y = S SRS
O ©o o ©o ©o o o © o o o o
O O O O kB R B R B R B R
~ B B B O O O © © ©o o o
m B P P O O O O PR R B P,
© © 0O © B B B B O O O O
O ©O O O P R P B B R R p
~ B B B O O O O © © o o
©O © © ©o © ©o © © © © ©o o
©O © © ©o © © © © © © ©o o
©O O O O O O O O kB R R =R
© ©o © © B B B O O O O
~ B P P O O O O © © o o
©O ©o ©o ©o ©o ©o ©o o o © o o
© O O © © © © © kB B B K
© © ©o © B B B B O O O O
- B B B O O O O © ©o o o
©O © ©o © © ©o © © © © o o
©O © ©o © © © © © © © o o
©O ©o © ©o o © o o o ©o o o
©O ©o © ©o o © o o o ©o o o
©O ©o © ©o o ©o o o o o o o
© D P P W WA O N U W N
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11 0 0 1 0 1 0 1 0 O 0o 0 o1 0 0 O 1 0 0 0O 0 -2
11 0 0 1 0 1 0 1 0 O 0o 0 0 1. 0 0 0O1 0 0 0 O 2
11 0 0 1 0 1 0 1 0 O 0o 0 o1 0 0O O 1 0 0 O O -1
11 0 0 1 0 1 0 1 0 O 0o 0 0 1.0 001 0 0 0 0 -1
10 1 1 0 1 0 O O 1 O 1 0 0 0 0O OO O 1 0 0 O 0
10 1. 1 0 1 0 O O 1 O 10 0 0 0O OO O1 0 0 O 1
10 1 1 0 1 0 O O 1 O 1 0 0 0 0O OO O 1 0 0 O 0
10 1. 1 0 1 0 O O 1 O 10 0 0 0O OO O 1 0 0O 0 -6
10 1 1 0 0 1 0O O 1 O 0o 1 o 0 0 0 O OO 1 0 0 -7
10 1. 1 0 0 1 O O 1 O 0 1 0 0 0 0 0 0O O1 0 0 -6
10 1 1 0 0 1 0O O 1 O 0 1 0 0 0 0 O OO 1 0 O 0
10 1 1 0 0 1 O O 1 O 0 1 0o 0 0 0O OO O 1 0 0 -4
10 1 0 1 1 0 O O 0 1 o 01 0 0 0O 0 0O O O 1 O 3
10 1 0 1 1 0 O O 0 1 0o 0 1.0 0 O O O O O 1 O 8
10 1 0 1 1 0 O O 0 1 o 01 0 0 0O 0 0O O O 1 O 2
10 1 0 1 1 0 O O 0 1 0o 0 1.0 0 O O O O O 1 O 0
10 1 0 1 0 1 0 O 0 1 o o0 o1 o0 0O O O O O 0 1 -1
10 1 0 1 0 1 O O O0 1 0o 0 01 0 0 0O OO O 0 1 0
10 1 0 1 0 1 0 O 0 1 0o o0 o1 o0 0O O O O O 0 1 -2
10 1 0 1 0 1 0 O 0 1 0o 0 0o 1. 0 0 OO O 0 0 1 -4

Hasil analisis data diatas dengan menggunakan routine R sebagaimana pada
lampiran adalah seperti berikut

[1] [.2] [.3] [4] [.5]
[1,] "Source™ "Deg Frdm" "SS" "MS" "
[2,]"A" "1 "11.281" "11.281" "1.267"
[3,]"B" " "81.281" "81.281" "9.127"
[4]"C" "1 "124.031" "124.031" "13.927"
[5,] "AB" " "0.781" "0.781" "'0.088"
[6,] "AC" "1 "0.031" "0.031" "'0.003"
[7,] "BC" " "3.781" "3.781" "0.425"
[8,] "ABC" "1 "0.781" "0.781" "'0.088"
[9,] "Err" "24" "213.75" "8.906"
[10,] "Total" "31" "435.719"
SIMPULAN

Untuk analisis model rancangan percobaan tiga faktor seimbang, penggunaan
matriks rancangan terpartisi memiliki beberapa keunggulan: (1) matriks rancangan
terpartisi untuk tiap sumber keragaman memiliki kemiripan bentuk, yang dapat
direpresentasikan sebagai perkalian kronecker, (2) dengan mudah dapat diperoleh
matriks proyeksi yang juga memiliki kemiripan bentuk, (3) dengan sifat yang dimiliki
tiap matriks proyeksi yang simetris dan idempoten, penjelasan akan besarnya derajat
bebas menjadi lebih mudah.

Sebagai saran untuk kajian ilmiah ini adalah dengan mengembangkan metode ini
untuk berbagai rancangan yang lebih kompleks ataupun rancangan-rancangan tak
seimbang.
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