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Abstrak

Suatu himpunan tak kosong N yang dilengkapi dengan dua operasi biner ‘+” dan ‘¢’ biasa
dinotasikan dengan (N,+,*) dikatakan near-ring jika memenuhi: (i).(N,+) grup, (ii). (N,*)
semigrup, (iii). (N,+,*) distributif kanan. Jika | suatu ideal dalam near-ring N dibangun
oleh satu elemen maka | disebut ideal utama. Jika J suatu ideal dalam near-ring N
sehingga J # N dan tidak ada ideal lain dalan N yang memuat J maka J disebut ideal
maksimal. Dalam tulisan ini dibahas beberapa sifat ideal utama dan ideal maksimal dalam
near-ring berdasarkan sifat ideal utama dan ideal maksimal yang terdapat dalam ring.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa beberapa sifat ideal utama dan ideal maksimal dalam
ring juga berlaku dalam near-ring.
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PENDAHULUAN
Near-ring merupakan salah satu perluasan dari ring dimana beberapa aksioma
yang terdapat pada ring dapat dilepas. Suatu himpunan N =¢ yang dilengkapi

dengan dua operasi biner '+' dan '¢' yang masing-masing disebut operasi pertama dan
kedua dikatakan near-ring jika memenuhi:(i). (N,+)grup (ii) (N,e)semigrup dan (iii).
Terhadap operasi '+ dan 'e' berlaku sifat distributif kanan dan dinotasikan dengan
(N,+,9). Selanjutnya dalam penulisan (N,+,e) near-ring dituliskan sebagai N near-
ring. Seperti halnya dalam ring, dalam near-ring juga terdapat istilah ideal. Misalkan
N near-ring. | #¢ < N dikatakan ideal N jika memenuhi: (i). (I,+) subgrup normal
(N,+) (ii). NI < I dan (iii). (n+i)m—nmel,(Viel,m,ne N). Suatu ideal | dalam
near-ring N yang dibangun oleh satu elemen N disebut ideal utama. Jika J suatu
ideal dalam near-ring N sehingga J =N dan tidak ada ideal lain dalam N yang
memuat J maka J disebut ideal maksimal.

Penelitian mengenai ideal pada near-ring terus dikembangkan. Pengembangan
dilakukan baik pada strukturnya maupun dengan cara memadukannya dengan teori lain.
Beberapa penelitian tentang ideal pada near-ring diantaranya dilakukan oleh: Brenner
(1974) yang meneliti ideal maksimal dalam polynomial near-ring, Kim & Kim (1996)
yang meneliti ideal fuzzy dalam near-ring, Abdurrahman et al. (2013) yang meneliti
ideal prima fuzzy pada near-ring, Sahputri (2016) yang meneliti sifat-sifat ideal dan
homomorphisma ring pada yang berlaku pada near-ring, dan Mariana (2017) yang
meneliti sifat-sifat ideal pada near-ring.

Permasalahan yang dibahas dalam tulisan ini mengenai sifat-sifat ideal tertentu
dalam near-ring yaitu ideal utama dan ideal maksimal. Pembahasan didasarkan pada
sifat-sifat ideal utama dan ideal maksimal yang dimiliki dalam ring. Tujuannya dari
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tulisan ini adalah untuk menyelidiki apakah sifat-sifat ideal utama dan ideal maksimal
yang berlaku pada ring juga berlaku pada near-ring.
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini diberikan definisi-definisi dan teorema-teorema yang
mendukung hasil dan pembahasan serta pembahasan mengenai sifat-sifat ideal utama
dan ideal maksimal pada near-ring.

Definisi 1 (Adkinds & Weintraub (1992), Fraleigh (1999))

Diberikan himpunan R#¢. Pada R diberikan dua operasi yaitu '+ dan ‘e’
dan yang masing-masing disebut sebagai operasi pertama dan operasi kedua. R
terhadap dua operasi ini dikatakan ring jika memenubhi:

I. (R,+)grup abelian

Il. (R,)Semigrup

1. (R,+,e) distributif
i. Distributif kanan yaitu (Va,b,ce R)(a+b)ec=(aec)+(bec)
ii. Distributif kiri yaitu (Va,b,ce R)ce(a+b)=(cea)+(ceb)

Himpunan R yang membentuk ring terhadap dua operasi '+' dan 'e" dinotasikan
sebagai (R,+,e). Selanjutnya penulisan (R,+,e) ring dituliskan sebagai R ring.
Definisi 2. (Adkinds & Weintraub (1992), Fraleigh (1999))

Misalkan Rring. | # ¢ < Rdikatakan ideal pada R jika memenuhi:

i. a—bel(vabel)
ii. ar,rael(Vael,reR)
Teorema 3. (Subiono (2016))

Misalkan | adalah suatu ideal dalam ring R maka R/ I adalah suatu ring

terhadap operasi yang didefinisikan oleh:

1) @+D)+0G+)=(a+b)+1

2 (@+)e(b+1)=(aeb)+1 (V(a+1),(b+1)eR/I
Definisi 4. (Subiono (2016))

Misalkan | adalah suatu ideal dalam ring R. R/1 terhadap operasi yang
diberikan pada Teorema 3 dinamakan ring kuasi dari R oleh 1 .

Teorema 5. (Subiono (2016))

Misalkan | adalah suatu ideal dalam ring komutatif R dengan elemen satuan
1, maka R/ adalah suatu ring komutatif dengan elemen satuan 1, + |

Definisi 6. (Subiono (2016))

Dalam suatu ring R dengan elemen satuan 1, suatu elemen a e R dinamakan
unit bila a mempunyai invers terhadap perkalian.
Definisi 7. (Raisinghania & Aggarwal (1980))

Suatu ideal | dalam ring Ryang dibangun oleh satu elemen R disebut ideal
utama.
Definisi 8. (Adkinds & Weintraub (1992))

Suatu ideal J dalam ring R disebut ideal maksimal jika J # R sehingga jika
M ideal dengan J =M <R maka J =M atau M =R
Teorema 9. (Raisinghania & Aggarwal (1980))

Jika a elemen dalam suatu ring komutatif R dengan elemen satuan maka
Ra ={ra|r € R) adalah ideal utama R yang dibangun oleh a.

Teorema 10. (Subiono (2016))
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Misalkan Rring komutatif dengan elemen satuan. R field jika dan hanya jika
ideal R hanyalah {0} dan R sendiri
Teorema 11. (Fraleigh (1999))

Suatu ideal J dalam ring komutatif R dengan elemen satuan maksimal jika
dan hanya jika R/ J adalah field.
Definisi 12. (Abdurrahman et al. (2013), Kandasamy (2002))

Near-ring adalah suatu himpunan tak kosong N dengan dua operasi biner yaitu
'+' dan 'e' yang memenuhi:
I. (N,+)grup
I1. (N,e) Semigrup
I1l. (Vva,b,ce N)(a+b)ec=(aec)+(bec) yaitu berlaku sifat distributif kanan
Definisi 13. (Kandasamy (2002))
Diberikan near-ring N . N dikatakan near-field jika (N —{0},e) grup.
Definisi 14. (Kandasamy (2002))
Misalkan N suatu near-ring
I. Jika (N,+) abelian maka N dikatakan near-ring abelian
ii. Jika (N,e) komutatif maka N dikatakan near-ring komutatif
Definisi 15. (Brenner (1974), Kim & Kim (1996), Mariana (2017), Pilz (1983))
Misalkan N near-ring. | #¢ < N dikatakan ideal N jika memenuhi:
i. (I,+)subgrup normal (N,+)
ii. Nlcl
lii. (n+i)m—-nmel,(Viel,mneN)
Sifat 16. (Sahputri (2016))
Jika 1., 1, ideal-ideal pada near-ring N maka I, + I, ideal pada near-ring N

Berdasarkan Definisi 7 dan Definisi 8 dapat diberikan definisi berikut:
Definisi 17.

Suatu ideal | dalam near-ring N yang dibangun oleh satu elemen N disebut
ideal utama.
Definisi 18.

Suatu ideal J dalam near-ring N disebut ideal maksimal jika J = N sehingga
jika M ideal dengan J =M <N maka J=Matau M =N

Selanjutnya ditunjukkan bahwa Teorema 9, Teorema 10, dan Teorema 11 juga
berlaku pada near-ring.
Sifat 19.

Jika a elemen dalam suatu near-ring komutatif N dengan elemen satuan maka
Na ={na|n e N} adalah ideal utama N yang dibangun oleh a.
Bukti:
Untuk membuktikan Na ={na|n e N} adalah ideal utama N yang dibangun oleh a
akan ditunjukkan bahwa:
1. Na={na|ne N} ideal N vyaitu:

i. (Na,+)subgrup normal (N,+)

ii. NNac Na

iii. (n+i)m—nme Na,(Vie Na,m,ne N)
2. Na ideal terkecil N yang memuat a

Akan ditunjukkan :
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1.

Sifat 20.

Na={na|ne N} ideal N
i. (Na,+) subgrup normal (N,+)artinya (V¥x,y e Na)(vne N) berlaku
a. X—-YyeNa
b. nxn*eNa
Ambil sembarang x,y € Na dan ne N
a. XxeNaartinya x=na dengan n, € N
y € Naartinya y =n,a dengan n, e N
X—y=na-na=(n—n,)a. Karena n,n,e N dan N near-ring
maka n,—n,eN.
Jadi x—y e Na
b. nxn™ =nnan™
=nnan™ (Karena N komutatif)
=nann” =naec Na
Jadi nxn”' € Na

ii. NNac Na
Ambil sembarang x € NNa, misalkan x =nna dengan n, n, e N

Karena n, n, e N dan N near-ring maka nn, e N. Artinya nnae Na
Jadi NNa < Na

iii. (n+i)m—-nme Na, (Vie Na,m,ne N)
Ambil sembarang i € Na dan n,me N, misalkan i =nadengan n, e N
Diperoleh (n+na)m—nm=nam=(nm)a=n,a<c Na
Jadi (n+i)m—nme Na,(Vie Na,m,ne N)

Selanjutnya ditunjukkan Na ideal terkecil N yang memuat a. Karena
N near-ring dengan elemen satuan 1 yaitu 1le N =>l.aecNa=ae Na
Artinya untuk menunjukkan Na ideal utama yang dibangun oleh a harus
ditunjukkan bahwa Na ideal terkecil N yang memuat a yaitu setiap ideal
N yang memuat a juga memuat Na. Misalkan K ideal N yang memuat
a dan naeNa, neN. Karena K ideal N yang memuat a maka a e K
sehingga nae K . Jadi nae Na = Na e K yang artinya Na c K

Jadi Na termuat dalam setiap ideal N yang memuat a atau Na ideal
terkecil N yang memuat a. Dengan kata lain Na ideal utama N yang
dibangun oleh a.

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa Na ={na|ne N} adalah ideal utama N

yang dibangun oleh a. n

Misalkan N near-ring komutatif dengan elemen satuan. N near-field jika dan
hanya jika ideal N hanyalah {0} dan N sendiri

Bukti:
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=)

(=)

Bila N suatu near-field dan 1| ={0,} adalah suatu ideal N maka ada suatu
aeldan a=0,. Karena N suatu near-field maka setiap elemen tak nol adalah

unit. Karena | ideal N makal=aa” el .Karenaitu n=nl=naa'el,neN

akibatnya | =N.
Misalkan N adalah near-ring komutatif dengan elemen satuan.  Untuk

menunjukkan bahwa N suatu near-field cukup dengan menunjukkan bahwa
semua elemen tak nol di N adalah unit. Misalkan 0, #ae N dan | =(a) adalah
ideal utama yang dibangun oleh a. Jelas | {0} sebab 0, #a 1. Bila ideal
dari N hanyalah {0, } dan N sendiri maka | =N. Karena N adalah near-ring
dengan elemen satuan maka lel=(a). Pilih n=a'eN yang memenuhi

l1=na=a'a, artinya a adalah elemen unit. Jadi setiap elemen tak nol di N

adalah unit.
Terbukti bahwa misalkan N near-ring komutatif dengan elemen satuan. N near-

field jika dan hanya jika ideal N hanyalah {0, } dan N sendiri. u

Sifat 21.

Suatu ideal J dalam near-ring komutatif N dengan elemen satuan maksimal

jika dan hanya jika N /J adalah near-field.
Bukti:
(=)Jelas  N/J near-ring komutatif dengan elemen satuan sebab N near-ring

(<)

komutatif dengan elemen satuan, J +0 merupakan elemen nol N/J dan J+1
elemen satuan N/J .

Misalkan J ideal maksimal dalam N .

Akan ditunjukkan N/J near-field, yaitu cukup dengan menunjukkan setiap
elemen tak nol dalam N/J mempunyai invers.

Ambil sembarang J+a eN/J dengan J+a=J+0, artinya a¢J (sebab
J+a =J+0<aed). Misalkan M ideal utama N yang dibangun oleh a,
maka M ={na|ne N}. Karena J dan M ideal maka J + M ideal dalam N dan
jelas JcJ+M. Karena agJ dan a=0+laceJ+M maka J+M cJ.
Karena J ideal maksimal dalam N maka J+M =N. Karena 1€ N maka
1=x+na dengan xeJ,neN (sehab N=J+M). Jadi 1-na=xel.
Akibatnya J+1=J+(na)=(J+n)(J+a) dengan aeNyang artinya
(J+a)'=J+n)eN/J.

Jadi setiap elemen tak nol dalam N/J mempunyai invers, artinya N/J adalah
near-field.

Misalkan J ideal dalam near-ring komutatif N sehingga N /J adalah near-field.
Akan ditunjukkan J ideal maksimal dalam N yaitu jika J = N sehingga jika M
ideal dengan J M < N maka J=Matau M =N.

Misalkan M ideal N dengan J < M , maka (¥ne N)dan n e J mengakibatkan
ne M. Selanjutnya untuk menunjukkan N =M cukup dengan menunjukkan
bahwa (Vne N,n¢ J) maka ne M .
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Ambil sembarang neN,ngJ. neN,ngJ=J+n=#J+0, artinya J+n
bukan elemen nol N/J. Karena J <M maka Idme M,m¢ J sehingga J+m
bukan elemennol N/J.
N /J near-field, (J+n)eN/J,(J+m) eN/J =@ +n J+m*eN/J
= J+n) (J+mY)eN/J
=J+(Mm")eN/J
=nm*eN
M ideal N, nm'eN,meM =
(Mm™ +m)nm™ —nm™nm* =mm™* =mm'n=neM, artinya setiap elemen
N yang tidak termuat dalam J termuat dalam M yaitu N < M.Karena M < N
dan N < M maka M = N. Jadi J ideal maksimal dalam near-ring N.

Terbukti bahwa suatu ideal J dalam near-ring komutatif N dengan elemen
satuan maksimal jika dan hanya jika N /J adalah near-field. [

SIMPULAN
Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa beberapa sifat ideal utama dan
ideal maksimal dalam ring juga berlaku dalam near-ring.
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