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Abstrak
Pada makalah ini dikaji tentang syarat cukup dan syarat perlu untuk keterbatasan
perumuman operator integral fraksional di ruang Lebesgue pada ruang kuasi metrk non
homogen. Pembuktian syarat cukup yang diperoleh adalah dengan menggunakan
ketaksamaan Holder, ketaksamaan Minskowski, dan keterbatasan operator maksimal di
Ruang Lebesgue. Syarat perlu keterbatasan operator yang dihasilkan bukan merupakan
syarat cukup.

Kata Kunci: Perumuman operator integral fraksional, keterbatasan operator, syarat
perlu, dan syarat cukup

PENDAHULUAN
Operator integral fraksional merupakan perumuman dari solusi persamaan
, 92 92 02 , ,
Poisson Au = (ﬁ-l'a_xg"' ~-+ﬁ)u = —f (Evans, 1998). Salah satu interpretasi

fisik dari persamaan Poisson adalah jika f merupakan densitas massa atau distribusi
muatan, maka solusi persamaan Poisson menyatakan potensial gravitasi atau potensial
elektrostatik (Folland, 1999).

Operator integral fraksional berbentuk integral dengan domain himpunan tak
terbatas R™. Akibatnya, nilai operator ini biasanya dihitung dengan metode numerik
dengan alat bantu berupa program komputer. Untuk keperluan ini diperlukan jaminan
bahwa nilainya ada atau dengan kata lain operator integral fraksionalnya terbatas.

Kajian terhadap keterbatasan operator integral fraksional telah dilakukan sejak
tahun 1932 sampai dengan saat ini.Keterbatasan operator tersebut telah dikaji pada ruang
Lebesgue, ruang Morrey Kklasik dan ruang Morrey diperumum di ruang Euclid dan ruang
kuasi metrik baik homogen maupun tak homogen.Fokus kajian ini adalah
memperumuman ruang operatornya.Fokus kajian lainnya dilakukan oleh Eridani et al.
(2004) telah berhasil mengembangkan penelitian mereka pada perumuman operator
integral di ruang Euclid.

Pada sisi lain, Utoyo (2011), Utoyo (2012a), Utoyo et al. (2012d), dan Utoyo
(2012e) telah melakukan kajian keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey
(termasuk yang terboboti) pada ruang kuasi metrik tak homogen. Penelitian ini
merupakan pengembangan dari keempat hasil penelitian tersebut di atas, yaitu
dikembangkan ke keterbatasan perumuman operator integral fraksional tetapi di ruang
Lebesgue di ruang kuasi metrik tak homogen. Ruang Lebesgue merupakan bentuk khusus
dari ruang Morrey.

Dalam penelitian ini akan dikaji syarat cukup dan syarat perlu keterbatasan
perumuman operator integral fraksional di ruang Lebesgue pada ruang kuasi metrik tak
homogen. Kajian ini bertujuan untuk menentukan syarat cukup dan syarat perlu
keterbatasan perumuman operator integral di ruang Lebesgue pada ruang kuasi metrik tak
homogen. Selanjutnya akan dikaji apakah syarat perlu yang ditemukan juga merupakan
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syarat cukup untuk keterbatasan perumuman operator integral di ruang Lebesgue pada
ruang kuasi metrik tak homogen

PEMBAHASAN
Ruang Kuasi Metrik

Misalkan X := (X, d, ) merupakan ruang topologi dengan u merupakan ukuran
lengkap sehingga ruang fungsi kontinu dengan support lokal adalah rapat dalam L! (X, x)
dan d: X x X — [0,0) merupakan fungsi kuasi metrik, yaitu fungsi yang memenuhi
kondisi:

(i) untuksemuax € X, d(x,x) =0
(if) untuk semua x,y € X dengan x # y, d(x,y) >0
(iii) Terdapat konstanta K; > 1 sehingga untuk setiap x,y € X, d(x,y) < K;d(y, x).
(iv) Terdapat konstanta K, > 1 sehingga untuk setiap x,y, z € X,
d(x,z) < K,(d(x,y) + d(y, z)).

Diasumsikan bahwa untuk semua x € X dan setiap konstanta r > 0 bola terbuka
B(x,r) == {y € X:d(x,y) < r} merupakan himpunan terukur. Untuk setiap persekitaran
V dari x € X terdapat konstanta r > 0 sehingga B(x,r) € V. Diasumsikan pula bahwa
u(X) = oo, untuk semua x € X dan untuk semua konstanta r; dan r, dengan 0 < r; <
r, < oo berlaku u({x}) = 0 dan B(x,7,)\B(x, 1) # 0.

Tripel (X,d,u) disebut ruang kuasi metrik. Jika u pada ruang kuasi metrik
memenuhi kondisi penggandaan, dinotasikan dengan u € (DC), (yaitu: u € (DC) jika
untuk semua x € X dan semua konstanta r > 0 terdapat konstanta C; > 1 sehingga
u(B(x,2r)) < C;u(B(x,1)) ), maka (X, p, u) disebut ruang tipe homogen. Jika kondisi
penggandaan tidak terpenuhi, maka X disebut ruang tipe tak homogen. Ukuran u
dikatakan memenuhi kondisi pertumbuhan, dinotasikan dengan u € GC, jika untuk semua
x € X dan semua konstanta r > 0 terdapat konstanta C > 0 sehingga u(B(x,r)) < Cr.

Keterbatasan Operator Maksimal di Ruang Lebesgue
Operator maksimal di ruang kuasi metrik tak homogen didefinisikan sebagai

M™f(x) = supr>om » )|f(}’)|dll(3’)

dengan N, = K,(1 + 2K;), sedangkan Ruang Lebesgue M” dengan 1 < p < o adalah
himpunan fungsi terukur-uf: X — R sehingga

If:MP || = (J, IFO)Pdu() ) < oo,

Dengan menggunakan covering lemma dan Teorema interpolasi Marcinkiewicz
dapat dibuktikan bahwa M™ terbatas di MP dengan 1 < p < oo (Proposition 6.1.1. dalam
Edmunds et al.,, 2002). Keterbatasan ini akan digunakan untuk membuktikan
keterbatasan perumuman operator integral fraksional K" di ruang kuasi metrik yang
didefinisikan sebagai

KM () = [, fOp(d(x,y)d(xy) du(y),
dengan p: (0, ) — (0, ) merupakan suatu fungsi. Jika p(t) = t% 0 < a@ < 1, maka
K} = K, . Oleh karena itu, K;' merupakan perumuman dari Kz.

Eridani et al. (2004) menemukan bahwa fungsi p: (0, ©) — (0, ) dengan p(t) =

t*, 0 < a <1 memenuhi kondisi penggandaan. Fungsi p:(0,00) — (0,00) disebut
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memenuhi kondisi penggandaan jika memenuhi kondisi: terdapat konstanta C > 0,
sehingga

Jika% T<2, maka < p?i <C. 1)
Jika p memenuhi kondisi penggandaan, maka untuk setiap bilangan bulat k dan r > 0
berlaku bahwa jika 2*r <d(x,y) < 2¥*lr, maka Z< d,(:fr’ly) < 2, sehingga
2 2 r

p(d(x, y))

¢S oG = < C. Oleh karena itu,

-P(Z"“r) < p(d(x,y)) < Cp(2¥*1r). )

Berdasarkan (2) diperoleh bahawa, jika 2%r <t < 2¥*1r, maka —< (gk(?lr) <C,
sehinggap(ZTr < p(t) < Cp(2¥*1r). Oleh karena itu,
p(2k+1r) p(t) Cp(2k+1T)
oy S ST g 3)
Berdasarkan (2) dan (3) diperoleh
p2<ir) < ¢ [ T2 (4)

Di sisi lain, berdasarkan fakta bahwa 0< % <1 diperoleh bahwa
jika 2kr < t < 2**1r maka
1 1 1
Ry r <t » < (2kr) ».
Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa

1
p(2k+ir)2k+1iry P -1- p(2kr)(2%r)" P
< < _

c2k+1y = p®)t P 2kr

Oleh karena itu,

2k+1, p(2k+1r)(2k+1r) p
fzkr C2k+1
sehingga

k+1 K+, 2k+ir -1z
dt——p(z Nty P < [, pOt Pt

_1 k+1 4.1
PRI T <C [, "o P dt (5)
Eridani et al. (2009) telah menemukan bahwa Jika B, := B(ao, T, ), maka xp, €
MP dengan Xs, Merupakan fungsi karakteristik dari B,. Selanjutnya ada C > 0, sehingga
1

lxs,: MP || < Crf. Fakta ini menunjukkan bahwa MP bukan merupakan himpunan
kosong.
Jika diambil sebarang B := B(a,r ), misalkan %B = B(a,i), dan diambil
2 2

sebarang x,z € %B. Berdasarkan sifat quasi metrik diperoleh bahwa untuk setiap z €
2
B(x, erz)’ d(a,z) < K,{d(a,x) + d(x,2)} < K, {;72 + ;72} = r, sehingga z € B dan
oleh karena itu B(x,>-) € B
2
Selanjutnya untuk setiap x € B(a,r) diperoleh

K2 () = f 2sP(d(y))d( y) du(y) = f p(dCey))d(x, y) ' du()

X
-1
> B(x‘i)p(d(x,z))d(x,z) du(z).
Oleh karena itu, untuk setiap B := B(a,r),
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fB(x,%)P(d(x. 2))d(x,z)'du(z) < K} x(x) (6)

Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional di Ruang Lebesgue

Teorema 1. Misalkan u € GC(1), pmemenuhl kond|5| penggandaan, dan untuk setiap
r>0 berlakuf p()t % dt < Cr ».
(i) Jika frp(t) dt < C, maka K} terbatas pada M”

(i) Jika K terbataspada L” , maka 20 g < Crpu B(a,7)) ».
P 0 ¢t

Bukti:
(1) Diambil sebarang r > 0, maka

|k f(x)] < jd (xykrf(y)p(d(x,y))d(x,y)‘ldu(y)‘

+

[ rome@e e aum
d(x,y)=r

Berdasarkan (2), (5), u' € GC, dan hipotesis teorema diperoleh bahwa
f f»p(d(x, y))d(x, y)‘ldu(y)‘
d(x, y)<r

Z | (A 7))l ) duy)
2kr<d(x,y)<2ktir

2k+1
<c Z pe 1) FO)Idr()

ke 2kr<d(x,y)<2ktir

—1 2k+1
<cy 2D FO)IdrG)

k= —oo B(x,2kt1r)

<c i p(2¥* 1) uB(x, N, 2k+1r) 1

- = 2kr UB (X, No2K11) Jp oy ity
< CZ;__oop(Zk*lr)M”f(x) [

p( ) 4

If O)ldu(y)

< CM™f (x )for%”dt < CM™f (x).
Oleh karena itu,

igeyyer fPIP(AC0 7)), 1) dn)| < CMf ().
Selanjutnya, berdasarkan Ketaksamaan Holder,(5), dan hipotesis teorema diperoleh
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f Fp(d(x,y))d(x, y)‘ldu(y)‘
d(x,y)=r -

- d , d , -1q
= Z -L"rsd(x y)<2k+1r|f(y)|p( (x y)) (x y) H(Y)

o ok+!
<C u If ) ldu(y)

k—O 2kr 2kr<d(x,y)<2k+ir

k+1
< Czp(Z r) lf ) ldu(y)

B(x,2k+1r)

1 1
2k+1 p

< cz it L <t | rodrdd
B(x,2k+1r) B(x,2k+17') )
S P2M) ety '
< Cz T[y{B(x,z M} [ f |f O)IPdu]
k=0 B(x,2k+1r)
<cy p@ @l [ ro)Pdu
k=0

B(x,2k+1r)
<cllf:m? Y p@eriry@eriny e

o 2k+1r

<c|f:m” IIZLk (Ot dt
T

k=0
= C|if:m? ||f p(Ot 3t < Cr B[ M|
T

Oleh karena itu,

f( ) FOp(d(x,y))d(x,y) tdu(y)
d(x,y)zr
Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa

1
K3 f ()] < CIM™F () + 77| f: MP ]
Misalkan B := B(a,r), maka dengan menggunakan ketaksamaan Minskowski, u € GC,
dan keterbatasan operator M™ di ruang MP

< crov|f: M7

1

{ j K2 F (o) du(x)} <c{ j (e ) du(x)}
< [{j (M7 £ ()] du(x)} {j r1|f 7 | du(x)}p]
B B

1

p > 5
sc{j [M™f (x)] du(x)} +C||f:M”||{% f du(x)}
X B

Seminar Nasional Matematika X Universitas Negeri Semarang 2016| 627



M.IL Utoyo, Toto N., Inna K. & A Jaelani.

< c{||f: M || + c X2

Oleh karena itu,

Dol M [y < cll: 7

{1 I3 ol du(X)} < c|f:m7|,
sehingga||k: MP || < C||f: M"|.
(ii) Misalkan K terbatas dari MP ke MP. Untuk setiap B := B(a, 1), berdasarkan (6)
diperoleh

1
1

,
2 = ||xpan: M || = |K3 x50 MP ||2<f |K51XB(a.r)(3’)|pd#(J’)>
B(a,r)

P >
( f d#(}/))
B(ar)

2 1B (5 5, fy, (A0 D) 2 aua),

v

j . p(d(x,2))d(x,z)"tdp(2)
B(xa;)

sehingga

1

_ r 1 r P
L(x_)p(d(x,z))d(x,z) ldu(z) < C(Z—Kz)pu <B (x,2—K2)> .

2K
Oleh karena itu, untuk setiap r > 0, berlaku

1 _t
B(x )p(d(x 2))d(x,z)"*du(z) < Crru(B(a,r)) *m
Teorema 2. Jika 1 < p < q < oo, p memenuhi kond|3| penggandaan, dan untuk setiap

p+1

r>0 berlakuf p()t »dt <Cr 1,

(i) Jika untuk setiap r > 0 berlaku f; £= p( )

ke MY
(i) Jika K terbatas dari M” ke M7, maka untuk setiap r > 0 berlaku

Sy o) P(dGe2))d(x, 2) " du(2) < € rou(B(a, 1)

1 1
dt < Crr 4, maka K} terbatas dari M”

Bukti:
(i)Diambil sebarang r > 0, maka

K2 F N[ fye < FOIP(A G 3)) A, )~ ()| +

|fd(x,y)2rf Mpd(x, y))d(x, y)‘ldu(y)|-
Berdasarkan fakta bahwa pmemenuhi kondisi penggandaan, berdasarkan (2), (3), n €
GC, dan hipotesis teorema diperoleh bahwa

[ ron(ac )it )
d(x,y)<r

- Z ‘Lkr<d(xy)<2k+1r|f(y)|p(d(x'y))d(x'y)_ du(y)

2k+1
<c z P FO)Idr()

Koo 2kr<d(x,y)<2k+tir
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—1 p(2k+17‘)
<c y BT F @)
k_—oo B(x,2k+1r)
p(2k+1r)uB(x N,2k+1y) 1
<c Z Fldu)
k__oo Ky "uB(x, N,2k+1r) B2k ) flduly
<c z p(2FH Y MF ()
k=—o0
k+2
rs= 1M"f(x) z fz ,0()
2k+1T
1 1
< CM™f(x)rp a.
Oleh karena itu,
1 1

iceyer FODP(d 1)) e y) ()| < CMMFGyro e,
Selanjutnya, berdasarkan Ketaksamaan Holder diperoleh

f f(y)p(d(x,y))d(x,y)‘ldu(y)‘
d(x,y)=r -

= Z J;"r<d(x y)<2k+1rlf(y)|p(d(x' y))d(x, y)~ du(y)

K+!
< CZ P ’”) FO)lduy)

2kr<d(x,y)<2ktir

,0( k+1r)
C d
< Z B(xzkﬂr)lf(y)l e

<czp @ L ol x| rordn

B(x,2k+1r) B(x,2kt1r)

1

1
p

1
( k+1 P

2 p(2k+! 1L
gcz%[y{B(x,Zk“r)}] P [ J |f ) IPdu]
k=0 B(x,2k+1r)
<cZP S R BT
B(x,2k+1r)

<c|f:mM7| Z P2
2k+1

<c|f: M”IIZ Cf p(Ot Tt

=C||f:m” IIJ Pt rdt < C||f: M ||
T
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Oleh karena itu,

e syor FOP(d G, 1)), 3) " du()| < || MP | 7.
Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa
1 1
|[Kr ()| < Cra[reM™f(x) + ||£: M7 ||].

1 n
Selanjutnya dipilih bilangan real r > 0, sehinggar » = ﬁ;ﬁ;ﬁ

Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa
p

7l s ¢ (22 b |+ P 1) = gl e |

q-p
sehinggal Kz f (x)|* < cM™f (P | £ M
Berdasarkan ketaksamaan Minskowski dan keterbatasan operator M™di ruang M?

(fX |K,§lf(x)|qdu<x))3sqj mrs o[ fmp | e

1__

< cllpem? 70| mrreoPduco)s < il | el e

<c|f:m7
Oleh karenaitu, ||k7:M?|| < C||f: M7 |
(i) Misalkan K terbatas dari M” ke M?. Untuk setiap B := B(a,r), berdasarkan (6)
diperoleh

1
1

q
v Jasars 112 I5tscarst 12 (| K3tscan 00 )
B(a,r)

(],
B(ar)

1 1
= ﬂ(EB)q fB(xL

2K,

1

a a
du (y)>

)p(d(x, 2))d(x,2) 1du(2),

j ( L) p(d(x,2))d(x,z)"tdp(2)

sehingga
1

| : _)p(d(x D), 2) " () < Cg u( (a %)) )

2K

Oleh karena itu, untuk setiap r > 0, berlaku
1 _1
fB(x,r)p(d(x, 2))d(x,z)"*du(z) < Crru(B(a,r)) *m

SIMPULAN

Dari pembahasan di atas diperoleh bahwa syarat cukup dan perlu untuk
keterbatasan perumuman operator integral fraksional diberikan dalam Teorema 1 dan
Teorema 2. Dari kedua terorema tersebut terlihat bawa syarat perlu yang dihasilkan
bukan merupakan syarat cukup.
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