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Abstrak

Graf G(V, E), atau bisa ditulisG, terdiri dari dua himpunan yang berhingga, yaitu himpunan simpul tak kosong
V, dan himpunan sisi E. Bila jumlah simpul dinotasikan sebagailV| = p, dan bila jumlah sisi dinotasikan |El =
g. IEl = V1 adalah salah satu syarat pelabelan harmonis. Pelabelan harmonisadalah fungsi injektif f : V(G) —
Zg, yang menginduksi fungsi pelabelan sisi(xy) f* : E(G) — Zg, dimana saat sisi (x,y) dilabel f*(xy) =
f(x) + f(y)(mod IEl) menghasilkan label sisi berbeda. Pada makalah ini, dibahas proses konstruksi
pelabelan harmonis pada graf hati bolak-balikH,,, dimanap = 3n+ 1, dan g = 6n — 1.Dengan bentuk
konstruksi dari graf H,,, lalu diberilabel dari setiap simpul dan sisi,sedemikian sehinggahimpunan simpul dari

hati bolak-balik karena bentuk dari hasil temuan konstruksinya hampir serupa dengan bentuk hati yang
berbolak-balik.Ditunjukan pada makalah ini bahwa graf hati bolak-balik merupakan graf harmonis. Tujuan
dari penulisan ini adalah menambah koleksi graf harmonis.

Kata kunci:
graf hati bolak-balik, graf harmonis, pelabelan graf.

© 2022 Dipublikasikan oleh Jurusan Matematika, Universitas Negeri Semarang

1. Pendahuluan

Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan, salah satu cabang ilmu matematika yang dapat
dikatakan tengah berkembang pesat adalah teori graf, karena telah banyak yang mempelajari serta
menekuninya baik secara teori maupun pengaplikasiannya dalam kehidupan sehari-hari. Dalam teori graf,
masih banyak hal-hal baru yang dapat dieksplorasi lebih mendalam, salah satunya adalah pelabelan graf
yang menjadi topik pada makalah penelitian ini.

Pada makalah ini, akan dibahas suatu penelitian tentang salah satu jenis pelabelan graf, yaitu tentang
pelabelan harmonis pada graf hati bolak-balik Hn. Graf yang memiliki pelabelan harmonis dikatakan
sebagai graf harmonis. Misalkan, Graf G(V,E), atau bisa ditulis G, adalah graf yang terdiri dari dua
himpunan berhingga, yaitu himpunan simpul tak kosong V , dan himpunan sisi E. Bila jumlah simpul
dinotasikan sebagailVl = p, dan bila jumlah sisi dinotasikan |El = q. |[El = V| adalah salah satu syarat
pelabelan harmonis . Pelabelan harmonis adalah fungsi injektif f : V(G) - Zg, yang menginduksi fungsi
pelabelan sisi (xy) f*: E(G) - Zg, dimana saat sisi (x,y) dilabel f*(xy) = f(x) + f(y)(mod IEI)
menghasilkan label sisi berbeda [Graham, R. L., Sloan, N. J. (1980)].

Beberapa kelas dari hasil temuan graf yang sudah dikategorikan sebagai graf harmonis antara lain graf
tangga segitiga [Atmadja, K., Sugeng, K. A., Yuniarko, T. (2014)], graf tangga segitiga variasi [Atmadja,
K., Sugeng, K. A. (2017)], graf tangga segitiga jembatan [Atmadja, K., Marhaeni. (2020)], graf tangga
segi empat variasi [Atmadija, K. (2020)]. Kini berlanjut pada kajian graf hati bolak-balik H, yang akan
ditunjukan sebagai graf harmonis. Pada makalah ini, akan dibahas proses konstruksi pelabelan harmonis
pada graf hati bolak-balik H, yang kemudian akan ditunjukan bahwa graf hati bolak-balik H, untuk n > 2
adalah graf harmonis. Tujuan dari penulisan ini adalah menambah koleksi graf harmonis.

2. Metode
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Pada penelitian ini, merujuk dari graf tangga segitiga LSn[Atmadja, K., Sugeng, K. A., Yuniarko, T.
(2014)], yang bentuk konstruksinya dirubah sedemikian rupa, sehingga terbentuk graf baru, yaitu graf
hati bolak-balik H,. Adapun metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu dengan tahapan
langkah-langkah sebagai berikut:

Melakukan pengkajian tentang graf tangga segitiga LS.

Melakukan modifikasi graf tangga segitiga LS.

Membuat pola graf hati bolak-balik.H.

Memberikan label pada setiap simpul dan sisi dari graf H,.

Membuktikan secara formal sesuai persyaratan graf harmonis.

agrowpPE

3. Hasil dan Pembahasan

Dalam rangka memudahkan ilustrasi, terlebih dahulu diberikan graf tangga segitiga LS,dan graf hati
bolak-balik H, untuk n = 2. Dapat dilihat pada gambar 1(a) dan 1(b) berikut ini :

a b u; up

\1 V2

V-

Gambar 1. (a) graf tangga segitiga LS; (b) graf hati bolak-balik Hp.

Sebelum pada pokok pembahasan, diberikan tampilan konstruksi dan pelabelan pada graf hati bolak-
balik Hn, dengan p = 3n + 1 dan g = 6n — 1. Dapat dilihat pada gambar 2(a) dan 2(b) sebagai berikut :

a

Gambar 2. (a) konstruksi graf hati bolak-balik Hy ; (b) pelabelan graf hati bolak-balik H,.

Selanjutnya, akan dibahas proses kontruksi pelabelan harmonis graf H, dengan lebih terperinci beserta
pembuktian teorema bahwa graf hati bolak balik Hyadalah graf harmonis.

Teorema :
Graf hati bolak-balik (Hn) untuk n >2 dengan p = 3n + 1 dan q = 6n — 1 adalah graf harmonis.
Bukti :

1. Definisikan pelabelan simpul (V)untuk graf hati bolak-balik (H,) sebagai berikut :

2;iganjil;1<i<n
1;igenap;2<i<n

Fad={3; - ®

PRISMA 2022, Vol.5,845-849



I.I. Sari, K.Atmadja 847

_(3i—1;iganjil;1<i<n
f<vi)_{3i—2;igenap;2£i§n 2
fw)=3i—-3;1<i<n+1 (3)

2. Definisikan pelabelan sisi (E) untuk graf hati bolak-balik (H,) sebagai berikut :

f*(ulw_)z{(fui)+(fwi)=3i—2+3i—3=6i—5;iganjil;1§ign+1 @

PV (fu) + (fw) =3i—1 + 3i—3= 6i—4; igenap;2<i <n+1

£ (uw; )_{(fui)+(fwi+1)=3i—2+3(i+1)—3=6i_2;l'ganjil;lsisn_l_l()
LT (fu) + (fwip) =3i—1 + 3(i+1)—3=6i—1;igenap;2<i<n+1

[ Waimawy) = (fwgi—1) + (fwy) = (3QRRI—1) -3+ (3(2D) =3) =12i—9; i = 1,2,3,...,n(6)

£ )_{(fvi)+(fwi)=3i—1+3i—3=6i—4;iganjil;1$i$n+1 ™

VWO (o) + (fw) =3i—2 + 3i—3 = 6i—5; igenap;2<i <n+1

£ )_{(fvi)+(fwi+1)=3i—1+3(i+1)—3=6i—1;iganjil;lSiSn+1 ®)
VWit S V(o) + (Fwe) =3i—2 + 3(+1) —3 = 6i—2;igenap;2<i<n+1

£ )_{(fvi)+(fvi+1)=3i—1+3(i+1)—1=6i;iganjil;lSiSn ©)
VP T (Fu) + (frpe) =3i—2 + 3(i+1) —2 = 6i;igenap;2<i<n

f*(uyvy) = (fuy) + (fvy) = BRI -2+@BRID-1)=12i-3;i=1.23,..,n (10)

Dari pernyataan (1) sampai (3), disimpulkan bahwa perhitungan label simpul pada graf hati bolak-
balikHndapat dikelompokan sebagai berikut :

o Pelabelan simpul untuk i ganjil; 1 <i<n

fw) = 3i-2
€ {1,7,13,..3n — 2}
=1mod 6 =1 (11)

f(v)=3i-1
€ (2814, ..3n — 1}
=2mod 6 = 2 (12)

e Pelabelan simpul untuk i genap; 2 <i<n

flw)=3i-1
€ (511,17, ..,3n — 1}
=5mod 6 =75 (13)

fw)=3i-2
€ (410,16, ... 3n — 2}
=4mod 6= 4 (14)

e f(w)=3i-3;1<i<n+1
€ {0,3,6,9,12,15,18,...,3n — 3}
=0 mod 6 U3 mod 6
=0U3 (15)
Dari persamaan (11) sampai (15), dapat dilihat bahwa himpunan label simpulf(V(H,,) =
0UTU2U3U4U5 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...3n — 1}, dan label setiap simpul yang dihasilkan
berbeda-beda. Sehingga, f merupakan fungsi injektif yang memenuhi pemetaan f: (V(H,) = Zg.
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Dengan cara yang serupa untuk label simpul, dari persamaan (4) sampai (10),perhitungan label
sisipada graf hati bolak-balikHndiperoleh sebagai berikut :
f*(u_w_)_{(fui)+(fwi) =3i—2+4+3i—3=6i—5;iganjil;1<i <n+1
YA fu) + (fw) =3i—1 + 3i—3=6i—4;igenap;2<i <n+1
€ {1,8,13,20,25,32, ...}
= (1mod 12) U (8 mod 12)

=1U8 (16)
(fu) + (fwj1) =3i—2 + 3(i+1)—3=6i—2; iganjil;1<i<n+1

f*Quiwisn) ={(fui)+(fwi+1) =3i—143(G{+1)—3=6i—1;igenap;2<i<n+1
€ {4,11,16,23,28,35, ...}

= (4mod 12) U (11 mod 12)

=4U11 a7
[ Wyimgwy) = (fwyi—1) + (fwy) = BR1I—1) -3+ (B2 —-3)=12i-9;i=123,..,n
€ {3,15.27, ..}
= (3mod 12)
=3 (18)

£ (oiwy) :{(fvi)+(fwi) =3i—1+4+3i—3=6i—4;iganjil;1<i <n+1
L (fo)+(fw)=3i—2+3i—3=6i—5;igenap;2<i <n+1
€{2,7,14,19,26,31, ...}
— (2 mod 12)U (7 mod 12)

=207 (19)

£ )_{(fvi)+(fwi+1)=3i—1 +3(+1)—3=6i—1;iganjil;1<i<n+1
ViWirt) ZU(Fu) + (Fwiey) = 3i—2 + 3(i+1)—3= 6i—2;igenap;2<i<n+1
€ {5,10,17,22,29, ...}
= (5mod 12) U (10 mod 12)

=5U10 (20)
“ )_{(fvi)+(fvi+1)=3i—1 +3(i+1)—1=6i;iganjil;1<i<n
frvwi) = (fv)+(fv1)=3i—2 + 3({+1)—2= 6i;igenap;2<i<n
€ {6,12,18,24,30, ...}
= (6 mod 12) U (12 mod 12)
=6U0 (21)
frugva) = (fuy) + (fry)) = BRI -2+BRIH-1)=12i—-3;i=123,..,n
€ {9,21,33,45, ...}
= (9mod 12)
=9 22)

Dapat dilihat dari persamaan (16) sampai dengan (22) diperoleh himpunan label sisif*(E(H,) =
0U1U2U3U4U50U6U7UBU9UT0U1T = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, .... }.

Nampak bahwa pelabelan sisi f*(xy) = f(x) + f(y)(mod IEl) menghasilkan label sisi yang

berbeda, sehingga pemetaan f* merupakan pemetaan bijektif. Jadi, terbukti bahwa graf hati bolak-balik
Hnadalah graf harmonis.
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4. Simpulan

Dari hasil kajian penelitian graf hati bolak-balik Hn, nampak bahwa pelabelan simpulnya menginduksi
pelabelan sisi (xy) denganf*(xy) = f(x) + f(y)(mod |El)menghasilkan label sisi berbeda. Dengan
demikian graf hati bolak-balik Hyhasil modifikasi dari graf tangga segitiga LS, adalah graf harmonis.
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