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Abstrak

Suatu transformasi linear T dari V ke W adalah fungsi dari ruang linear V atas F ke ruang linear W
atas F dengan sifat untuk setiap vektor x, y €V dan skalar ¢, S€F, berlaku T (ax + fy) = ol (x) +
PT(y). V Ruang Hilbert atas lapangan kompleks C senantiasa yang dimaksudkan adalah ruang
hasilkali dalam lengkap dalam arti V adalah ruang linear atas C yang dilengkapi dengan suatu
fungsi (.,.) dari VxV ke C dan memenuhi semua sifat hasilkali dalam, dan kelengkapan V
ditunjukkan dalam kapasitas V sebagai ruang metrik dengan sifat setiap barisan Cauchy di V
konvergen ke suatu titik di V. Metrik untuk V dibangun melalui suatu norm pada V yang
didefinisikan ||x|| = (x,x)*/2. Selanjutnya yang dimaksud dengan operator adalah suatu
transformasi linear kontinu dari ruang Hilbert V ke ruang hibert W. Dengan demikian jika
dikatakan T suatu operator pada V, senantiasa yang dimaksudkan adalah V ruang Hilbert atas C
dan T adalah suatu transformasi linear dari V ke V. Notasi L;(V,W) adalah koleksi semua
operator dari V ke W . Esensi nilai eigen dan vektor eigen berkaitan langsung dengan sifat
mendasar dari nilai dan vektor eigen dari suatu operator pada ruang hilbert klasik.

Abstract

A linear transformation of T from V to W is function from linear space V to F to linear space W to F
with the properties of every vector x,y eV and scalar ¢, feF, applies T(ax+ fy) = oT(x) +
PT(y). V. A Hilbert Space V over a complex field C is always meant the complete inner product
space where V is a linear space to C with a function of {.,.) from VxV to C and satisfies all
properties of inner product space, and the completeness of V is shown by the capacity of V as the
metric space with the properties of Cauchy sequence in a convergent V to any point in V. The
metrics for V is built through a norm at V which is defined as ||x|| = (x,x)'/2. . Further, what is
meant with an operator is a continuous linear transformation of Hilbert Space V to Hibert Space
W. Therefore, if T is said to be an operator on V, then it is always said that Hilbert Space V is on C
and T is a linear transformation from V to V. The notation L.(V,W) is the collection of all
operators from V to W. The essentials of eigen values and eigen vectors are related directly with
the basic properties of eigen value and vector of an operator on a classical Hilbert Space.
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PENDAHULUAN _ <x, A*y+B* y>

Beberapa pengetahuan prasyarat yang erat = <X’ (A* +B *)y>
hubungannya dengan topik yang dibahas, seperti Diperoleh fakta
ruang linear, ruang bernorma, ruang Hilbert, ruang <(A + B)x, y> - <x, (A* B *)y> ..(fakta 2)

banach, ruang metrik dan struktur L¢(X)Y) tidak

Dari (fakta 1) dan (faktaa2) diperoleh fakta
dibahas dalam rubrik ini. Berikut ini dibahas

(A+B)*=A*+B* u
keterkaitan antara beragam operator .

(2) dan
Teorema 1.1 vxe X,VyeY vieC

Jika X dan Y dua ruang hilbert atas C dan </1AX, y> = <X,(/1A)* y> (fakta 3)
AeLc(X,Y), maka terdapat A" e Lc(Y,X) sehingga
(Ax,y) = (x,A"y) untuk setiap xeX dan yeY.
Selanjutnya A* disebut operator ajoint dari
operator A. (Folland 1984) /1<X, A* y> (Teorema 1.1)
Bukti: =, - (akibat sifat HKD)

Andaikan ada operator A dari X ke Y tetapi <X’1A*>

Dari lain pihak
(A%, y) = 2(Ax,y) (sifat HKD)

tidak ada operator T dari Y ke X dengan sifat Diperoleh fakta
(Ax,y) = (x,Ty) Vx €X,Vy €Y artinya , setiap - (fakta 4))
operator T dari Y ke X senantiasa {Ax,y) # (x,Ty) <’1AX’ y> = <X’ AR y>
tak terkecuali untuk x dan y keduanya vektor nol di Dari (fakta 3) dan (fakta 4) diperoleh
X dan vektor nol di Y. - -
Dengan memilih x vektor nol di X dan (ﬂA)* =AAT
g y
vektor nol di Y, jelas pernyatan(Ax,y) # (x,Ty)
suatu kontradiksi. Artinya, setiap AeLc(X,Y) ada (3) Vxe X, vyeY
A* eLc(Y, X) sehingga (Ax,y) = (x, A*y) [ (sifat HKD)

<A* Y, x> = <x, A* y>
W (Teorema 1.1)

Teorema 1.2.
Jika X, Y dan Z ketiganya ruang hilbert maka,

setiap A,B € Lo(X,Y) dan CeL.(Y,Z) maka Berakibat .

1. (A+B)*=A*+B* <A*y,x>=<Ax,y> ..... (fakta 5)

;l 8;14)* TWZ* Ax) Diperoleh fakta

. v, x) =(y, Ax —
4 (A*F— A= A* (Ax,y)=(A*y,x) (fakta5)
5 = (x, A*y)  (sifat HKD)
: 2
[ A = [aas] = 4] Atau

6. A*A=0 jika dan hanya jika A=0 <Ax y> - <X, A* y> -

7. (CAy=A*C*

(1) VX e X,Vy c¥Y , <AX, y> <X A* > (Teorema 11]
(A+B)x,y)=(x,(A+B)*) .. (fakta 1) = Tamyr) ( sifat HKD)
Dilain pihak ~

=77~ (Teorema 1.1)
((A+B)x,y)= (Ax+Bx,y) (y.(A%)*x)
= <Ax y>+<Bx,y> = —<(A*)*x, y> ( sifat HKD )
= <x, A* y> + <x, B* Y> = <(A *)* X, y> (sifat konyugat di C)
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Diperoleh fakta
<AX, y> _ <(A*)*X, y> vxe X,VyeY
Artinya (A *) *= A [

Karena A * € Lc(Y,X) dan Ae Lc(X,Y) maka
komposisi A*A suatu operator pada X. Dan
oleh sebab Lc(X,X) merupakan ruang
banach terhadap norma

”” L (X X ) SR yang didefinisikan
| L X,

|A| = inf {|v| >0:|AX| < M]x|, x e X, ||

:sup{ ||AX|| X € X dan O<||X||S1}

maka | berakibat

(fakta 6)

[ ] < ] =]

(fakta 7)
Maka ”A* A” . ||A||2 (fakta 8)
Dari lain pihak jika xeX
[ =[x, )|
"o A )
<[l a= A

< = Al
= A=A
Mala [ < | 4]
Artinya |A* Al merupakan batas atas dari
himpunan nilai |ax|” jika || <1

Dilain pihak ||A|| batas atas terkecil dari

himpunan terbatas ||AX|| jika ||X|| <1
Artinya
| <[|axa| (fakta 9)

Dari (fakta 8) dan (fakta 9) diperoleh
||A* A|| = ||A”2 . Dan dengan menggantikan
peran A* oleh A diperoleh
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© ()

Diketahui A*A=0 ditunjukkan A=0
vxe X,VyeY’
0= <A * AX, y> (sebab A*A operator nol)

=(Ax,Ay) (Teorema 1.2 butir 4)

Diperoleh fakta Ax atau Ay vektor nol di
X. Tanpa mengurangi perumuman bukti,
Misalkan Ax bukan vektor nol, maka Ay
harus vektor nol di X. Karena y sebarang
dan dengan memilih y tak nol dan fakta
Ay =0 maka A harus operator nol.

(<)
Diketahui A=0 ditunjukkan A*A =0.
vxe X,VyeY

0= <Ax Ay> (sebab A=0 dan Ax=0)

=<X A*Ay> (Teorema 1.1)

Diperoleh fakta
<X’ A* Ay> :0 .

Satu-satunya kemungkinan A*A harus
Operator nol ]

(7) VXGX,VyEY,

(fakta 10)

((cA)xy) = (x.(cr)*y)

Dari lain pihak
<(CA)x, y> = <CAx, y>

" (Ax.cry)

- <x, A*C* y>
Ditemukan fakta

<(CA)x, y> = <x, A*C* y>
Dari (fakta 10) dan (fakta 11) diperoleh
(CA)*=A*C* ]

(fakta 11)
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Definisi 1.3

Dipunyai X ruang hilbert atas lapangan
kompleks dan setiap anggota L¢(X,X) disebut
operator pada X. Jika A operator pada X dan I
operator identitas pada X maka
(1) A disebut operator isometrik jika A*A=I
(2) A disebut operator uniter jika A*A=AA*=I
(3) A disebut operator ajoint mandiri jika A*=A
(4) A disebut operator proyeksi jika AA=A dan A*=A
(5) A disebut operator normal jika A*A=AA*

(Royden 1980)

2. Dasar Teori

Ruang hilbert klasik dalam tulisan ini
senantiasa yang dimaksud adalah ruang hasil
kalidalam lengkap dengan basis hingga atau tak
hingga terbilang.
Teorema 2.1

Jkka X ruang  hilbert klasik dan
A B eLlc(X,X) maka A*A dan A + A* adalah
operator ajoint mandiri.

(Rudin 1975)
Bukti:
(A*A)* =A*(A*)* (Teorema 1.2)
=A*A** ( (A¥)* =A*¥)
=A*A (Teorema 1.2)

Jadi, (A*A)*= A*(A*)*, dan

(A+A*)*=A*+A** ( Teorema 1.2)
=A*+A ( Teorema 1.2)

Jadi, (A+A*)* =A*+A ]

Teorema 2.2.
Jika X ruang hilbert klasik dan A,B € L¢(X,X)
A dan B ajoint mandiri maka AB ajoint mandiri jika
dan hanya jika AB=BA
(Rudin 1975)
Bukti.

=)

Dipunyai A dan B operator ajoint mandiri
dan AB ajoint mandiri, ditunjukkan AB=BA

vx,y e X

(ABx, y) = (x,(AB)*y) (Teorema 1.1)

= <x, B* A* y> (Teorema 1.2)

= *— *—

_<x,BAy> (A*=A,B*=B)
Diperoleh fakta

<ABX, y> _ <X, BAy> (faktal)

1 MIPA 37 (1): 79-91 (2014)

Dilain pihak

(nBx, y) = (x,(AB)*y)

(AB ajoint mandiri)

(Teorema 1.1)

- <x, ABy>
Diperoleh fakta
<ABX, y> = <x, ABy>

Dari (faktal) dan (fakta 2) diperoleh
AB=BA

(<)

Dipunyai A dan B operator ajoint mandiri

(fakta 2)

dan AB=BA, ditunjukkan AB operator ajoiunt
mandiri
(AB)*=B*A*  (Teorema 1.2)
=BA (A dan B ajoint mandiri)
=AB ( diketahui AB=BA)
(AB)*=AB, artinya
AB operator ajoint mandiri ]

Teorema 2.3

Jika X ruang hilbert klasik dan A operator
pada X maka pernyataan berikut equivalen

A operator normal

A* operator normal

I

(Rudin 1975)

Bukti:
(1) - (2) Dipunyai A normal ditunjukkan A

normal
A*A=AA* (diketahui A normal)
Maka (A*A)*=(AA*)*
Diperoleh
A *A *k— A **A *
Atau (A*)*A*=A*(A*)*,
artinya A* normal [ ]

(?_) = (3) Dipunyai A* normal , ditunjukkan
A = x|

Vxe X

||A*x||2 =<A*X,A*X> (norma di ruang

hilbert)
= <x, (A*)* A* x> (Teorema 1.1)
= <x, A (A*)* x> (A* normal)
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= <Ax (A*)* x> (Teorema 1.1)

(xa)  AAT)

2
]

Diperoleh fakta

0 2 2
<[axx]” = A
Berakibat
[ ]

-
()= 0) PP o X

ditunjukkan A normal.
Dari hipétesis diperoleh fakta

2 2
[ Ax|™ = lax]
Maka

2 2
[Ax|” - flax]|" =0
Ekuivalen <A*X,A*X>—<AX,AX> =0
Ekuivalen <X, A**A* x> - <x, A* Ax> =0
Ekuivalen <X,AA*X>—<X,A*AX>=0
Ekuivalen <X, AA* X — A* Ax> =0
Ekuivalen (X, (AA*-A*A)x)=0

Karena x Sebarang vektor di X maka dengan
memilih x bukan vektor nol di X, haruslah (A4*-
A*A)x vektor nol di X. Artinya, AA*-A*A harus
operator nol pada X. Dengan kata lain

AA*=A*A atau

A operator normal pada X

Definisi 2.4.

Dipunyai X ruang hilbert klasik.

(1) Barisan vektor { vk} di X disebut basis
Orthogonal untuk X jika {vi} bebas linear,

membangun X dan < > =0 apabila j j

Vi ,VJ'
(2) Barisan vektor {vi} disebut basis ortonormal

untuk X jika {vk} Dbasis dan

Hka=1 vk e N

ortogonal

(Rudin 1975)
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Teorema 2.5.
Jika X ruang hilbert klasik dan {ex} basis
ortonormal, {/t } barisan bilangan kompleks dan
k

barisan ﬂ } terbatas dengan M= sup {/t } maka
k

Hy ‘
terdapat operator A pada X sehingga

(1) _
Aey = 1y

(2) A(El ) OZO ) apabila § ‘/1 ‘2

e |= e

k= Kk K=1 kK "k 1 k
Terbatas
e
(4) A*e, = ;kek untuk setiap k (k=1,2,3,...)
(5) " .
A*(kélﬂkek) =\ & A Hke
(6) A* normal
(Rudin 1975)

Bukti:

(1) Ditunjukkan A bersifat linear dan kontinu.
Dikonstruksi operator A: X — X dan

Aek Sy Karena {ex} basis ortonormal

untuk X maka \/y y e X tentu terdapat barisan

bilangan {ou} dan {Bk} di C sehingga

dan ox= <X,ek> ,

dan Bi= <y‘ e >

X:oo

> oae
K21 Kk

y=
> e
&P

untuk sebarang skalar kompleks q,

o0 o0
Aax=Aa 2 ape, =A 2 aaqpe
k=L Kk Tz kK

kg;l A(aak e )

o0
a Y o, Ae
=R

o0
a2 ooy p,e
P S

o0
ahA Y a,e
k:lkk

= aAX.

Artinya A ox = aAx (faktal)
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Alx+y)= w
A > e > e
(kzlak k& Pk ")

A(él(“kek Ak )j
A(él(“k Ay )E‘k)

= él(ak + 'Bk )Aek
o0
= kél(“k B e

o0
kgl(ak/‘kek +ﬁkﬂkek)
o0 o0

=Y a,Ae, + 3 £, Ae
TS =T s

s 5
=AY ape +AS Be
A P

= Ax + Ay
Artinya A(x+y) =Ax+Ay
Dari

(fakta 2)
perolehan (fakta 1) dan (fakta2)
menunjukkan bahwa A bersifat linear

Dan Ditunjukkan A kontinu.

Berikan £>0, jika x,y eX maka

2 2
o= A= [AGx = y)

_ HA(él(ak - i B )Hz

2

0

)

= kzl(“k - B e

2
: élﬂ(ak - B ey

% 2 20 2
1%k =il o e

2 2(krn 2 ~ )
=él‘“k‘ﬂk‘ | el =2

© 2, (M=sup{ug)
< kél‘ak —,b’k‘ M
2
Diperoleh fakta

L

Dari fakta (3%)
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JikaxyeX, 2 1/2 maka
£
o<

||Ax _ Ay” - g.Artinya. A kontinu.

Jadi, telah ditunjukkan suatu operator A

yang memenuhi sifat Aew=prex bersifat linear
kontinu.

n
(2) Karena barisan jumlah parsial {kél ’1k € }

Merupakan barisan cauchy di X dan X lengkap

o0 )
Y Ape
k=1 KK

dan oleh sebab A linear kontinu maka barisan

n
maka barisan {kzlzkek} konvergen ke

n
{Akzl A8k }konvergen ke

o asalkan _ ~ ,berhingga
AY 2
kél k®k kzzl ﬂk ‘
Diperoleh fakta
(fakta 5)

Dari fakta (1*) dan (2*) diperoleh

AS ae =3 Alne,)
e, = e
K= Kk Tz kK
[e 0]
2 Ay Ae
k:lk k

0
> Ay My €
K= k7KK

Diperoleh

o8} 0
A Ae, = 2 4 ue
21Kk Ty kKK

®) A = sup{ax|: x< X dan [ <1} 92"

[ = (i, )
<él<x’ )i é(x, B >

2
k§;1<x'ek>”kek
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0

2
< 2 Kxemed

2 2 2
k:1‘<x’ek >‘ | Lo

Artinya
< 2P0 |
Berakibat

[l =

x||s1

Dari lain pihak
Oleh sebab ”A” S M

Maka | [ ]

[A = m

4) Ditunjukkan A*ex= "
(4) j k e,

Dipunyai

(e ey ) = (e A* )

Dari lain pihak
<Aek’ek> i <”kek'ek>

=ﬂk<ek'ek>

(fakta 4)

(e e )
(5) Ditunjukkan A*x=
&g MKk

dengan

0

>.danx=
> A€
k=1 Kk

’Ik = <x,ek

Kita tahu tahu A*xeX dan {ex}basis

ortonormal di X maka
A*x =

o0

)

<A* X, 8y >ek
k§;1<x, Aek >ek

k§;1<x"”kek>ek

79-91 (2014)

e¢]

kz:l'uk <X, ey >ek

o0 —
> A€
R

o0 —
> A e
Kz kA

Diperoleh
A*x=

o0

Zﬂie
Kz kKK

(6) Ditunjukkan A operator normal

A*Aex=A*prek = — 2
HKHy By :‘”k‘ €k
AA*ex= —
Auge, = py 1

— 2
k€ = "”k‘ ®k
Jadi A*A=AA*, artinya

A operator normal di X

3. Pembahasan

Konsepsi nilai eigen dan vektor eigen di
ruang Hilbert dituangkan pada definisi berikut
Definisi 3.1

Dipunyai X ruang hilbert, xeX dan A operator
pada X. Selanjutnya, x disebut vektor eigen jika x
bukan vektor nol sedemikian hingga terdapat
bilangan A sehingga Ax=Ax. (Ambrose 1975)

Selanjutnya A disebut nilai eigen yang
berkaitan dengan vektor eigen x.
Teorema 3.2.

Jika X ruang hilbert atas lapangan kompleks
C dan A operator pada X, p suatu nilai eigen maka

Wl <o)

(2) u bilangan real jika A ajoint mandiri
3) |,U| 1 jika A isometrik

(Ambrose 1975)
Bukti:
(1) Jika x vektor eigen yang bertkaitan dengan nilai
eigen p maka x vektor tak nol di X dengan sifat
AX=IX,

maka | ” . Diperoleh fakta

| AX]| = [ ax
o ] = e < x| 020 AL

Berakibat |,u| p ||A|| ('sebab ||x|| S O) ]
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(2)Jika x vektor eigen yang berkaitan dengan nilai
eigen g maka

faktal
() = (ot x) = ) = PO
Dari lain pihak
<AX, x> = <x, A* x> - <X, Ax> (krn A*=A)
" (%, ) (krn Az=px)

= ;<X, X> (sifat HKD)

= — 2
A
Atau — 12 (fakta 2)
(A% x) = 4]
Dari (fakta 1) dan (fakta 2) diperoleh
~ (kmn, 2 )
p=p x|~ = o

Satu-satunya kemungkinan preal m

(3) Jika x vektor eigen yang berkaitan dengan nilai
eigen p maka Ax=px dan oleh sebab A isometrik

A ] =
Diperoleh fakta o] = [ Ax] = ] 22
o] = I P ] = | ™
Il T Bt " !
.

Teorema 3.3.

Jika X ruang hilbert atas C dan A operator
pada X, jika x suatu vektor eigen yang berkaitan
dengan nilai eigen p maka berlaku

AX=X o A*X= ux

(Ambrose 1975)
Bukti:

=)

<Ax, X> = <x, A* X> dan dari lain pihak
(Ax, x) = (ux, x) = u(x, x) = <x,;x>'

Diperoleh fakta — \ untuk setiap
<x, A* x> = <x, ,ux>

vektor eigen x yang berkaitan dengan nilai eigen p..
Berakibat A*x= —

(<)

<A* X, X> = <X, AX> dan dari lain pihak

86

<A* X, x> = <;x x> = ,u<x, x> = <x,:x>
(x 42¢)

Jadi, Ax=px =

Himpunan bagian dari dari ruang hilbert X
yang terdiri dari semua vektor eigen yang
berkaitan dengan nilai eigen p tak terkecuali vektor
nol yang merupakan solusi trivial dari persamaan
Ax=px untuk suatu operator A , membentuk suatu
ruang bagian X yang dikenal ruang vektor eigen
yang berkaitan dengan nilai eigen p atas operator A

di notasikan dengan simbol Ka(n) dan

atau
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.4.

Dipunyai A suatu operator pada ruang
hilbert X atas lapangan kompleks C dan p. suatu
nilai eigen maka suatu himpunan bagian dari X
yang dinotasikan Ka(u) dan didefinisikan

Kal)= xeX: Ax=u}

Selanjutnya Ka(p) disebut ruang vektor p
eigen atas operator A.

(Ambrose 1975)

Untuk Ka(p)

memenuhi struktur ruang hilbert , perhatikan

membuktikan bahwa

bukti dari teorema berikut.

Teorema 3.5
Jika A operator pada ruang hilbert X atas C
eigen maka Ka(n) yang
XxeX: Ax= yx}
Memenuhi struktur ruang hilbert (Ambrose
1975)

Bukti:
solusi dari Ax=x, ini artinya

dan p suatu nilai
didefinisikan Ka(p)= {

0e Ka(w

Pertama, ditunjukkan Ka(p) tidak kosong.

Oleh sebab 6 (6 vektor nol di X ) merupakan

Atau dengan kata lain Ka(p) tidak kosong.

Kedua, ditunjukkan penjumlahan vektor di
Ka(p), tertutup.

Ambil vektor x, ye Ka(y) , maka x dan y
vektor di X dengan sifat Ax=px dan Ay=py .
Diperoleh fakta

Ax+Ay=px+Ly (fakta 1)

Oleh sebab Ax dan Ay vektor di X dan A
operator pada X maka

Ax+Ay=A(x+y) (fakta 2)
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Oleh sebab X ruang hilbert atas C, artinya X
ruang vektor atas C, selanjutnya oleh sebab xy X
dan peC maka

HX+HUY = p(x+Y) (fakta 3)

Berdasarkan ketiga fakta tersebut diperoleh
fakta

A(x+y)=p(x+y) (fakta 4)

Karena x+y vektor di X dengan sifat

A(x+y)=p(x+y) maka x+y € Ka(p)

Ketiga, ditunjukkan perkalian skalar di C dan
vektor di Ka(u), tertutup .

Ambil xe Ka(p) dan aeC, maka x vektor di
X dengan sifat Ax=px dan axeX, berakibat

A(ax)= a(Ax)=a(ux) =(ap)x= (n)x = p(ax)
atau A(ax) = p(ax). Diperoleh fakta, axeX dengan
sifat A(ax) = p(ox) maka axe Ka(p).

Ketiga langkah tersebut menunjukkan
bahwa Ka(p) memenuhi struktur ruang linear atas
C Cukup jelas bahwa sifat-sifat hasilkali dalam pada
X juga berlaku pada Ka(p).karena vektor di Ka(p).
Adalah vektor di X. Artinya bahwa Ka(u). Adalah
ruang prehilbert. Kelengkapannya ditunjukkan
sebagai berikut.

Ambil sebarang barisan cauchy (x.) di Ka(p).

Oleh sebab (xn) barisan cauchy di X dan X
ruang hilbert maka barisan (x,) konvergen ke
suatu xeX (sifat barisan diruang metrik lengkap ).
Tinggal ditunjukkan x € Ka(p).

Karena (xn) barisan cauchy di Ka(p).maka
xn€X dan Axn=pxn berlaku untuk setiap neN.

Karena barisan (xn) konvergen ke x dan A
operator pada X maka A bersifat linear kontinu,
berakibat barisan (Axn) konvergen ke Ax dengan
sifat Ax=px. Artinya xe Ka(W).

Telah ditunjukkan, setiap barisan cauchy di
Ka(p). Konvergen ke suatu xe Ka(w). Jadi Ka(p)
ruang prehilbert dan lengkap, artinya Ka() ruang
Hilbert. ]

Selanjutnya, Ka(p) disebut ruang p Eigen
atas A, ini merupakan ruang bagian dari ruang
Hilbert X atas lapangan C.

Berikut dibangun suatu ruang eigen dari
suatu operator normal pada ruang Hilbert.

Teorema 3.6.

Jika X ruang hilbert atas C dan A suatu
operator pada x dan p suatu nilai eigen dari A
maka, jika A operator normal berakibat
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(1) A*(k (1)< K 5 ()

(2) K a(u)= KA*(;)
5) K p(2) ) R

(Brown 1973)

Bukti:
(1) Peta vektor nol di Ka(un) oleh A* adalah vektor
nol ruang X yang sekaligus merupakan vektor nol
di Ka(w), artinya vektor nol di X sekaligus adalah
vektor nol di Ka(p) dan A*( Ka(w)). Jadi A*( Ka(w)
tidak kosong.

Ambil ye A*(Ka(p)), maka terdapat Xe
Ka(u) dengan sifat y=A*x dan Ax=px . Jelasy X
sebab A* operator pada X.

Tinggal ditunjukkan Ay=py.

Oleh sebab

ny=p A*x (karena y=A*x)
=A*ux
=A*Ax ( karena Ax=px)
= AA*x ( karena A normal)
=Ay ( karena y=A*x)

Jadi Ay=px, artinya ye Ka(p).
Karena , jika yeA*(Ka(y)).maka ye Ka(w),

artinya A*(KA(,u))CKA(,u) n

(2) Ambil xe Ka(p),maka Ax=px sehingga

<AX, X> _ <X, A*X> (fakta 1)
Dilain pihak
(.5) = ()

= ,u<x, X> ( sifat HKD)
=, - (sifat HKD)
)

Diperoleh

<Ax, x> = <x,;x>

Dari (fakta 1) dan (fakta2) diperoleh

A*x=—"_ ,artinya x —). Oleh sebab
o ArIva Xy ()

(fakta 2)

jika x maka x —), artinya
jika xe Ka(n) € KA*(/!) y

Ka(W) c KA*(;)

. — oy —
Ambilye KA*(‘“)’ maka A*y 1y

(sifat operator)

( fakta 3).

sehingga

(A*y,y) =(y, A**y)
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 ly. ay) (krn A**=A)

Diperoleh

(A=y.y) =(y. &)
Dilain pihak

(A*y, y>=<;y,y

" u(y.y)

= (sifat akibat HKD)
(y, uty)

(fakta 4)

)

krn A*y= —
>(m Y= uy

(sifat HKD)

Diperoleh

(A*y.y) = (v u0)
Dari (fakta 4) dan (fakta 5) diperoleh Ay=py,
artinya

(fakta 5)

ye Ka(w),. Oleh sebab,ternyata jika ye

—) makaye Ka(y), artinya
K peler) ye Ka(W) y

)< K
KA*(’U) a(p)
Dari (fakta 3) dan (fakta 6) diperoleh

K p(u) = KA*(;) -

(fakta 6)

(3) Ambil x € Ka(n) dan ye Ka(A), ditunjukkan x
dan y ortogonal.

Karena x € Ka(u) dan ye Ka(A\)maka Ax=px
dan Ay=Ay. Oleh sebab

(A%, y) = (x A*y)

 {uy) = (x 2y)
e y) = Axy)

< (1-14) <X, y> =0

Oleh sebab A = u maka <X y> =0, ini artinya

x dan y ortogonal . Karena x dan y dua vektor
sebarang di Ka(p) dan Ka(A), artinya dua ruang
eigen yang saling ortogonal atau

Kal2) 1K 5 (u) "

Teorema 3.7.
Jika A operator pada ruang hilbert X dengan
i suatu nilai eigen dari A dan Ka(u) total maka
pernyataan berikut ekuivalen
(1) SA= AS untuk setiap operator S pada X
(2) S (Ka(w)) < Ka(w
(Brown 1973)
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Bukti:
(1) = (2)
Ambil ye S( Ka(p) ) maka, terdapat xe Ka(p)
dengan sifat y= Sx, dan Ax= px. (fakta 1)
Jelas yeX (sebab S operator pada X),
sehingga py= uSx (sebab fakta 1, y=Sx)
=Sux (sebab S bersifat linear)
=SAx (sebab fakta 1 Ax= px)
= ASx ( diketahui SA=AS)
=Ay (sebab fakta 1, y=Sx)
Diperoleh py=Ay atau
Ay=py  (fakta 2)
Dari fakta 2, menunjukkan bahwa ye Ka(p).
Telah ditunjukkan sebarang vektor y e S
(Ka(w) ) berakibat ye Ka(p). Artinya,
S(Ka(w) ) < Ka(w)

(2) <)
Ditunjukkan untuk setiap y €X, ASy=SAy.
Untuk setiap yeX, SyeX (sebab S operator
pada X), berakibat Sye Ka(y) (sebab dike-tahui
S(Ka(w) ) < Ka(w)).
Tinjau jika yeX dan ye Ka(u) ).
Oleh sebab yeKa(i) dan S(Ka(u) )= Ka(w)
maka Sye Ka(i). Diperoleh fakta
ASy = uSy (sebab vektor Sy di Ka(u))
=Suy (S bersifat linear)
=SAy (sebabyeKa(u))
Artinya
ASy = SAy untuk setiap yeKa()..(fakta 1)
Andaikan ada yeXdanyg Ka(p)

Karena Ka(u) merupakan
tertutup maka ruang X dan oleh sebab Ka(p) total

berakibat terdekomposisi sedemikian hingga

X= Ka(W) @ Ka(w)™ (fakta 2)

Ka(r)nKa(w)* = {6} (fakta 3)
0 vektor nol di X
Karena yeX dan berdasarkan fakta 2, maka

ruang bagian

dan

y=u+v untuk suatu ueKa(u) dan ve Ka(u)*
Karenay ¢ Ka(n) maka

y bukan vektor nol. Ini kontradiksi dengan
fakta 3. Jadi pengandaian harus dicabut, yang benar
yeKa(u). Berdasarkan fakta 1, berlaku ASy = SAy

kesimpulannya, untuk setiap yeX berlaku

ASy = SAy

Atau dengan katalain AS=SA m
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Teorema 3.8
Jika Homg( V,W) dilengkapi fungsi ” ||V W

yang didefinisikan

[ =inf M >0t Wiy, <M}, vev]

(a) (HomF (\/,W),”.”) ruang bernorma, dan

(b) Jika (W , ””W ) ruang banach maka

) ruang banach

(Homg: v, w) ]
(Barbasch 1989)

Teorema 3.9 (Akibat):

Jika V ruang linear atas R yang dilengkapi suatu

norma maka Homg(V,R) ruang banach. (Barbasch

1989)
Teorema akibat

langsung dari Teorema 2 butitr (b) mengingat kita

tersebut merupakan
dapat memandang lapangan real R sebagai ruang
bernorma lengkap terhadap fungsi nilai mutlak di
R. Notasi singkat untuk Homgr (V,R) adalah V*, dan
untuk ruang banach yang satu ini juga disebut
ruang dual . Secara umum jika kita punya V ruang
linear atas lapangan F dan (V ’ ””) ruang bernorma

(tak harus ruang banach) maka yang dimaksud
dengan ruang dual yang dibangkitkan oleh V
adalah himpunan V*= Homr (V,F). Selanjutnya
dalam tulisan jika tidak ada penjelasan apapun
maka simbol I* senantiasa yang dimaksud adalah
Homgr (V,R). Dengan demikian kita punya V*=Homg
(V,R) ruang dual yang dibangkitkan oleh V, dan
V**=Homr (V*%R)
oleh V*
merupakan jawaban permasalahan (1)

ruang dual yang dibangkikan
Pembuktian Teorema 3.9 sekaligus

Teorema 3.10:
Jika V ruang bernorma maka pengaitan * yang
memetakan xeV ke suatu x*eV** dengan sifat
x*(f)=f(x) untuk adalah
transformasi linear (Barbasch 1989)
Bukti:

Pertama ditunjukkan bahwa pengaitan *

setiap feV*, suatu

suatu fungsi dari V ke V** sebagai berikut.

Jika x,yeV dan x=y maka untuk setiap feV*
tentu berlaku x*(f)=f(x)=f(y)=y*(f) atau dengan
kata lain x*=y*. Jadi, pengaitan * sungguh-sungguh
suatu fungsi dari ke V*.
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Kedua ditunjukkan bahwa fungsi * bersifat
linear sebagai berikut.

Jika xyeV dan o,feR maka untuk setiap
feV* (oleh sebab f linear) kita punyai

(ox+By)*(A)=f(ax+By)=af(x)+Bf(y)= ox*
+By*. Jadi fungsi * :V—»V** linear, atau lazimnya
disebut transformasi linear.

Teorema 3.11 menjadi bagian penting dalam
tulisan ini , karena ternyata kumpulan para koset
yang dibangkitkan oleh ruang bagian tertutup di V,
memenuhi struktur ruang maka bernorm.

Teorema 3.11: Jika A ruang bagian tertutup dari
ruang banach V maka V/A ruang bernorma lengkap

terhadap ” |L/ V /AR yang
Iy /A0

fungsi
didefinisikan

K., = n{loh: o

)_( =x+AecV/A dan”.'L/ norma

(Barbasch 1989)
Bukti:
(=)jika H;‘L =0 diperoleh fakta

0=— =
b,
/A

untuk

} untuksetiap

pada V

akibatnya

inf{||g||v: g e;}'
setiap >0 tentu ada ge y sehingga

lal <[, + =

haruslah

lgl, =0"™

berakibat g=6(6 vektor nol di V), jadi 0 c )_(

, dan jika &—0,

yang berarti pula 0= Seballknya

(<) ]1ka

K,..-
/A

untuk
setiap ge 5 .

é maka

nf{gl,: g < x = 6} <],

Khususnya, untuk g=6, maka kita punya

“IK,,, <lel, =0
0

M.
/A

, atau dengan kata lain
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Ha)_( _ H_X‘L berakibat, untuk setiap bilangan asli n, terdapat
V /A the )_(n sedemikian hingga berlaku
_ , ini berakibat kita
it {o], 19 < oxj=inf {ax+cal, a < A <[,z
; . punya o , artinya bahwa barisan
|a| inf {||x+a||v. a eA} St <b+1
= ; — = — n=1
|a| inf {”g”v: g€ X} |a|HX‘L//A {t }di V bersifat terjumlah mutlak, dan karena V
n
lengkap maka berdasar- kan Lemma di atas,
o ) . terdapat teV dengan sifat t = , atau
Hx+y‘L/A =Hx+y”= |nf{||g||v.g ex+y} nILn;Zt
- dengan kata lain t= «
inf{||x+y+t+s||v:t,s eA} bernorm b
e
< Sekarang kita perhatikan, suatu vektor xeV
inf{||x +1|,:te A} + inf{||y +3|,:5 € A} dengan sifat xe .
Karena

“int{Jol,: g ex) +int{lgl,: g ey}
KM

Kelengkapannya ditunjukkan dengan

n _
T
j=1

-2,
j=1

V /A V /A

menggunakan salah satu sifat kelengkapan ruang T 0 —”gm
bernorma yang telah ditunjukkan oleh Royden =|ft— th = inf ”g”v ‘get- Zt
(1983) dalam Lemma berikut. 1=

Ruang bernorma dikatakan lengkap jika untuk setiap g € — . Khususnya, untuk g=
dan hanya jika setiap barisan terjumlah mutlak t— Z tj
didalamnya, adalah barisan konvergen. j

Artinya, V ruang bernorma lengkap jika dan n , kita punya relasi

hanya jika  setiap barisan {a }di (V |||L/) t—ztj
n ALK .

terdapat bilangan b>0 dengan sifat =b

Z”aﬂ”\/ _ n _ n

n=t x=> x| <[t=>_t;] > 0jika n—> o
berakibat terdapat o.eV dengan sifat =qL. i1 A i1y

Zan ,ini berakibat ,

Selanjutnya diambil sebarang barisan koset

DX > X
j=1
di V/A dengan sifat =b untuk suatu .
{Xn} Z H ‘ .atau dengan kata lain
V /A

= fm 3

bilangan b (b berhingga), ditunjukkan barisan
Telah ditunjukkan bahwa, setiap barisan

{;n} mempunyai sifat i;n = y untuksuatu y {X_n} di ruang (V / A,||_|L//A) dengan sifat

n=1

eV/A. Karena

L//A = inf{”g"\/: g E)_(n} < ”Xn"V , ini

Xn
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untuk suatu bilangan b>0

e =

>

berakibat untuk suatu

xeV /A

.(konvergen ke suatu vektor

(V /AL

x eV [ A)- Jadi

PENUTUP

Permasalahan pertama telah terjawab dalam
arti, pengaitan * yang memetakan vektor x di
ruang Hilbert V ke suatu vektor x* di ruang dual
ganda V**=Homgr(V*R), mendefinisikan
transformasi linear, dan wuraian bukti tertuang
dalam Teorema 3.10.

Secara implicit dengan menggunakan prinsip
inferensi modus Tollens dalam logika matematika.
Oleh sebab berdasarkan Teorema 3.11. Jika A
ruang bagian tertutup dari ruang banach V maka
ruang kuosien V/A memenuhi struktur ruang
Dan oleh sebab V ruang

suatu

bernorma lengkap.
Hilbert maka V adalah ruang bernorma lengkap, ini
berakibat ruang dual ganda V**, (akibat Teorema
3.10 ), memenuhi struktur ruang Banach, berakibat

V*¥*/A memenuhi struktur

lengkap, untuk suatu himpunan tertutup AcV**,

ruang bernorma
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