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Abstrak
 

__________________________________________________________________________________________ 

Dalam makalah ini dibahas eksistensi dan karakterisasi kontrol optimal untuk 

permasalahan vaksinasi. Model dasar epidemi yang digunakan adalah model 

penyebaran penyakit S E I R ( Susceptible, Exposed, Invected Recovered ) untuk populasi 

yang diasumsikan konstan dan menggunakan laju insidensi bilinear βSI/N. Analisis 

juga menambahkan dua parameter waktu tunda pada variabel keadaan dan variabel 

kontrol. Permasalahan optimasi meliputi pendefinisian fungsi tujuan yang melibatkan 

variabel keadaan dan variabel kontrol serta sistem persamaan diferensial (model 

penyebaran penyakit) sebagai kendala untuk permasalah optimasi. Analisis 

karakterisasi dengan menggunakan Kriteria Minimum Pontryagin dilakukan terhadap 

Augmented Hamiltonian dari permasalahan optimasi yang telah dibentuk untuk 

menentukan kondisi transversal dan kontrol optimumnya. 

 

Abstract 
__________________________________________________________________________________________ 

This paper discusses the existence and characterization of optimal control for vaccination 

issue. The epidemy basic model used was SEIR (Susceptible,Exposed, Invected Recovered) 

disease spreading model for population which was assumed to be constant and uses 

βSI/N bilinear incidence rate. Analysis also adds two parameters of delayed time on 

condition variable and control variable. Optimalization issue include the definition of 

objective function which engage condition variable and control variable and differential 

equation system (disease spreading model) as the constraint of optimalization issue. 

Charakterization using Pontryagin Minimum Criteria was done against Augmented 

Hamiltonian from optimalization issue which was formed to determine transversal 

condition and its optimum control. 
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PENDAHULUAN 

 

Penyebaran penyakit secara matematika 

dapat dijelaskan secara matematis lewat analisa 

kuantitatif dan kualitatif dari model penyebaran 

penyakit. Model penyebaran penyakit merupakan 

model berbentuk kompartemen dimana terdapat 

proses transfer individu. Banyak model dasar 

penyakit yang telah diteliti seperti SIR (Susceptible 

Invected Recovered), SEIR (Susceptible Exposed 

Invected Recovered), SI (Susceptible Invected) dan 

lain sebagainya. Dalam penelitian ini model dasar 

yang digunakan adalah model penyebaran penyakit 

SEIR dengan beberapa asumsi–asumsi tambahan. 

Ketika terjadi penyebaran suatu penyakit salah satu 

tindakan yang dilakukan adalah dengan melakukan 

vaksinasi. Vaksinasi dilakukan dengan tujuan untuk 

meminimumkan jumlah individu rentan dan sakit 

yang selanjutnya akan memaksimumkan jumlah 

individu yang sembuh. Permasalahan vaksinasi 

tersebut dapat diformulasikan ke dalam 

permasalahan kontrol optimal dengan melibatkan 

variabel kontrol u. Permasalahan kontrol optimal 

pada model penyebaran penyakit telah dibahas oleh 

beberapa penulis seperti. Fungsi tujuan dari 

permasalahan kontrol optimal vaksinasi melibatkan 

variabel keadaan dan juga variabel kontrol. 

Sedangkan yang berfungsi sebagai kendala dalam 

permasalahan kontrol optimal tersebut adalah 

sistem persamaan diferensial yang (model 

penyebaran penyakit). 

 

METODE PENELITIAN 

 

Penelitian ini merupakan penelitian berbasis 

kajian pustaka dengan melakukan analisis dan 

pembuktian matematis berdasarkan kaidah, serta 

referensi-referensi terkait terbaru terhadap 

permasalahan kontrol optimal pada model 

penyebaran penyakit SEIR yang melibatkan 

parameter waktu tunda. Analisis matematis meliputi 

pembuktian eksistensi kontrol optimal dan 

melakukan karakterisasi dengan prinsip minimum 

Pontryagin terhadap fungsi Augemented 

Hamiltonian yang terbentuk berdasarkan 

permasalahan kontrol optimal yang ada. Dalam 

penelitian ini juga diasumsikan bahwa penyakit 

yang dibahas tidak merujuk kepada jenis/nama 

penyakit tertentu tetapi pada jenis penyakit yang 

memenuhi asumsi–asumsi dasar model SEIR dan 

beberapa asumsi–asumsi tambahan yang akan 

dirinci pada bagian formulasi model. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Formulasi Model Matematika 

Model dasar yang digunakan sebagai analisis 

dalam makalah ini adalah model dasar SEIR 

merupakan model dasar penyebaran penyakit yang 

melibatkan empat kompartemen. Dalam hal ini kita 

mengasumsikan bahwa jumlah populasi konstan dan 

terdapat lajua kematian alami pada tiap kelas 

individu. Laju penyebaran penyakit diasumsikan 

mengikuti laju insidensi bilinear dengan bentuk  
  ( ) ( )

 
. Berdasarkan asumsi–sumsi tersebut didapat 

model SEIR sebagai berikut : 

  ( )

  
   

  ( ) ( )

 
    ( ) 

  ( )

  
 
  ( ) ( )

 
 (    ) ( ) 

  ( )

  
   ( )  (    ) ( ) 

  ( )

  
   ( )     ( ) 

 ( )   ( )   ( )   ( )   ( )             

[1] 

 

dengan syarat awal  ( )      ( )  

    ( )    . Dalam model tersebut 

                      adalah konstanta–konstanta 

positif.    merupakan parameter yang 

merepresentasikan jumlah populasi awal. N 

merupakan total individu dalam populasi saat t.   

merupakan angka kontak infektif.             

masing–masing menunjukkan laju kematian alami 

pada tiap kelas.   merupakan angka transfer dari 

individu rentan ke individu sakit. Sedangkan    

adalah laju kesembuhan. 

Permasalahan kontrol optimal dalam 

pembahasan ini berkaitan dengan tindakan 

vaksinasi. Vaksinasi dilakukan dengan tujuan untuk 

mengurangi jumlah individu yang terinfeksi dan 
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menambah jumlah individu sembuh. Vaksinasi 

tersebut dapat diasosiasikan dengan suatu variabel 

kontrol u dan ditambahkan ke dalam model 

penyebaran penyakit yang bersangkutan.  Variabel 

kontrol  ( )    merupakan persentase dari 

individu–individu yang telah tervaksinasi per satuan 

waktu. Kemudian   didefinisikan dalam bentuk 

himpunan admissible control  sebagai berikut : 

Dalam artikel ini diasumsikan adanya 

penyederhanaan pada variabel kontrol yaitu 

   ( )        . Hal tersebut menurut Laarabi 

et al. (2012), dikarenakan tidak mungkin untuk 

melakukan vaksinasi untuk semua individu yang 

masuk kelas rentan penyakit dalam satu waktu.  Arti 

fisik dari variabel kontrol dalam masalah ini adalah 

jika jumlah individu rentan dan terinfeksi mencapai 

level yang rendah, maka jumlah individu sembuh 

akan meningkat.  

Kemudian parameter waktu tunda 

dimasukkan ke dalam sistem yang berarti bahwa 

pada waktu t  hanya sekian persen dari jumlah 

seluruh individu rentan yang telah tervaksinasi pada 

waktu   yang lampau. Dengan demikian individu 

dalam kelas  rentan yang tervaksinasi akan 

berpindah dari kelas rentan ke kelas sembuh pada 

saat waktu   – .  Dengan demikian akan didapat 

model SEIR sebagai berikut : 

  ( )

  
   

  ( ) ( )

 
    ( )   (   ) (   ) 

  ( )

  
 
  ( ) ( )

 
 (    ) ( ) 

  ( )

  
   ( )  (    ) ( ) (     ) 

  ( )

  
   ( )     ( )   (   ) (   ) 

 ( )   ( )   ( )   ( )   ( )                          

[3]      

 

Permasalahan Kontrol Optimal 

Dalam subbab ini akan dijelaskan formulasi 

dari kontrol optimal beserta kelengkapan– 

kelengkapannya berdasarkan asumsi–asumsi yang 

ada. Tujuan dari permasalahan kontrol optimal 

dalam penelitian ini adalah untuk meminimumkan 

jumlah individu rentan dan juga individu terkena 

penyakit. Dalam permasalahan optimasi tujuan 

tersebut dikaitkan dengan meminimumkan fungsi 

tujuan. Fungsi tujuan dalam makalah ini 

diasumsikan dibentuk sebagai berikut  

                       ( )  ∫    ( )     ( )  
 

 
    

 ( )
    

 

 
 

 
    

 ( )              ( ) 

Fungsi tujuan J(u) dilengkapi dengan suku 

kontrol kuadrat yang mencerminkan tingkat 

keparahan efek samping dari vaksinasi, (Laarabi et 

al. 2012). Variabel kontrol u merupakan anggota 

dari himpunan kontrol yang sesuai (admissible 

control)   yang dalam ini didefinisikan sebagai 

berikut :  

             *              ,      - 

                  +                           ( )  

Dengan demikian, secara umum 

permasalahan kontrol optimal dapat ditulis sebagai 

berikut : 

    * ( )    +                      (6) 

Dalam hal untuk membuktikan eksistensi 

kontrol optimal pada (6) rujukan utama yang 

dipakai untuk membuktikan eksistensi kontrol 

optimal adalah langkah – langkah pembuktian yang 

dilakukan oleh Fleming dan Rishel, 1975. 

 

Eksistensi Kontrol Optimal 

Kemudian akan dibahas eksistensi dari 

permasalahan kontrol optimal pada rumus (5). 

Eksistensi kontrol optimal dapat dijelaskan lewat 

teorema berikut. Langkah–langkah pembuktiannya 

berdasarkan langkah–langkah pembuktian oleh 

Fleming dan Rishel (1975) serta M. Elhia et al (2013) 

Teorema 3.2.1. Diberikan permasalahan 

kontrol optimal. Terdapat kontrol optimal      

sedemikian sehingga 

 (  )     
   

 ( ) 

Bukti  

Berdasarkan asumsi biologis, maka himpunan 

variabel kontrol (admissible control)    dan 

himpunan variabel–variabel keadaan jelas tidak 
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kosong. Himpunan   merupakan himpunan tertutup 

dan konveks. Ruas kanan dari sistem persamaan 

diferensial merupakan fungsi yang terbatas oleh 

fungsi linear dalam variabel keadaan dan kontrol. 

Integran dari fungsi tujua konveks pada  . Terdapat 

konstansta c,    dan    sedemikian sehingga 

 (     )       (| |
 )
 
  

  

Karakterisasi Kontrol Optimal 

Selajutnya akan ditentukan kontrol optimal 

dari sistem persamaan diferensial pada rumus (1) 

yang selanjutnya akan ditentukan bentuk sistem 

yang optimal. Penentukan kontrol optimal beserta 

kelengkapannya akan ditentukan berdasarkan 

karakterisasi dari sistem persamaan diferensial yang 

telah dilengkapi kontrol (dalam hal ini sistem pada 

rumus (3). Karakterisasi dilakukan dengan 

menerapkan Prinsip–prinsip Minimum Pontryagin 

pada Hamiltonian dari permasalahan kontrol 

optimal  yaitu : 

     ( )     ( )  
  
 
  ( )  ∑     

 

   
 

                                                                  ( ) 

 

Teorema 3.2.2. Diketahui kontrol optimal    

and dan solusi optimal          dari sistem (1) and 

(3), Terdapat variabel adjoint , sedemikian sehingga 

     ,    and     memenuhi 

 ̇      (
   

 
   )    (

   

 
)   (  

    
 )   

  ̇  (    )       

  ̇      
   

 
   (    )       

  ̇       

dengan kondisi transvesal   (    )      

       . Lebih lanjut, kontrol optima    diberikan 

oleh 

  

    (   ((
  
    

 

  
) ,        -( ) 

      )  

 ) 

                                                 

Bukti 

Dengan menggunakan kriteria minimum 

Pontryagin yang melibatkan waktu tunda, akan 

didapat persamaan berikut :  

 

 ̇   
  ( )

  ( )
  ,        -

  (   )

  (   )
        (    )

             (     ) 

 

 ̇   
  ( )

  ( )
             (    )

                                            ( ) 

 ̇   
  ( )

  ( )
            (    )

                                            ( ) 

  ̇    
  ( )

  ( )
   (    )

                                            (  ) 

 

Berdasarkan  persamaan  (8), (9) dan (10) 

akan didapat :  

 

 ̇      (
   

 
   )    (

   

 
)   (  

    
 )   

  ̇  (    )       

  ̇      
   

 
   (    )       

  ̇       

                   (  ) 

Kemudian, kontrol optimal   ( ) dapat 

ditentukan dengan menggunakan kondisi optimal 

untuk kontrol : 

 

  ( )

   ( )
  ,         -

  (    )

   (    )

                                                    (  ) 

 

Berdasarkan persamaan (12) didapat : 

                         
   ,        -(  

    
 )  

                               (  ) 

Berdasarkan batasan u dari himpunan kontrol 

   

  

    (   ((
  
    

 

  
) ,        -( ) 

      )      )        

(  ) 
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Dengan demikian pasangan kontrol optimal 

beserta solusi optimal dapat ditentukan sebagai 

berikut :  

 

   

  
   

     

 
    

       

   

  
 
     

 
 (    ) 

  

   

  
    

 (    ) 
                                                                          

   

  
   ( )     

       

 

   
  

     (
   

 
   )    (

   

 
)  

 (  
    

 )   

 

   
  

 (    )       

 

   
  

     
   

 
   (    )       

 

   
  

      

 

  (    )              dan  ( )         

 ( )        ( )        ( )        ( )

        

  

    (   ((
  
    

 

  
) ,        -( ) 

      )      ) 
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PENUTUP 

 

Dalam makalah ini telah dibahas tentang 

analisis eksistensi dan karakterisasi dari kontrol 

optimal yang diterapkan pada model penyebaran 

penyebaran penyakit SEIR (Susceptible Exposed 

Invected Recovered) dengan dua waktu tunda. 

Kontrol optimal yang dimaksud berkaitan dengan 

tindakan vaksinasi terhadap individu yang rentan 

terhadap suatu penyakit.. Kontrol yang optimal dari 

permasalahan pada teorema (3.2.3) berhasil 

ditentukan dengan menerapkan prinsip minimum 

Pontryagin yang melibatkan waktu tunda pada 

Augmented Hamiltonian dari permasalahan kontrol 

optimal. 
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