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Abstrak 
 

Diketahui graf 𝐺 dengan himpunan titik tak kosong 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Pelabelan 𝑓 adalah suatu 

fungsi dari 𝑉(𝐺) gabungan 𝐸(𝐺) ke suatu himpunan bilangan bulat positif 𝑘 dikatakan pelabelan-k total tak 

teratur sisi di 𝐺 , jika setiap dua sisi berbeda 𝑥1𝑥2 dan 𝑦1𝑦2 di 𝐸 memenuhi bobot sisi yang berbeda bobot 𝑒1 

tidak sama dengan bobot 𝑒2. Bobot sisi 𝑢𝑣 pada pelabelan total 𝑓 adalah adalah jumlahan dari label sisi 𝑢𝑣, label 

titik 𝑢 dan label titik 𝑣. Nilai total ketakteraturan sisi dari graf 𝐺 yaitu label terbesar minimum yang digunakan 

untuk melabeli graf 𝐺 dengan pelabelan total tak teratur sisi, yang dinotasikan dengan tes (𝐺).  Pada artikel ini, 

dilakukan penyelidikan nilai ketakteraturan sisi total (𝑡𝑒𝑠) pada Graf Pohon Palem  𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan Graf Pohon 

Palem  𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. Hasil dari penelitian ini adalah nilai ketakteraturan sisi total dari Graf Pohon Palem  𝐶𝑟 −

𝐵𝑟,𝑟 adalah pembulatan ke atas dari ((3𝑟 + 2)/3) dan nilai ketakteraturan sisi total dari Graf Pohon Palem  𝐶𝑟+1 −

𝐵𝑟,𝑟 adalah pembulatan ke atas dari ((3𝑟 + 3)/3). 

 
Kata kunci: Pelabelan total tidak beraturan, pelabelan grafik, kekuatan ketidakteraturan, kekuatan 

ketidakteraturan sisi total, grafik pohon palem 

 

Abstract 
 

Given graph 𝐺 with a non-empty set of vertices 𝑉(𝐺) and an edge set 𝐸(𝐺). A total labelling 𝑓 is a function from 𝑉(𝐺) union 

𝐸(𝐺) to a set of 𝑘 positive integer is called an edge irregular total labelling in 𝐺, if every two different edges 𝑒1 and 𝑒2 on 𝐸 

have different weights, the weight (𝑤𝑡) of 𝑒1 is not equal to the weight (𝑤𝑡) of 𝑒2.  Weight of 𝑢𝑣 in total labelling 𝑓 is equal 

to the sum of edge label 𝑢𝑣, vertex label 𝑢 and vertex label 𝑣. Total edge strength irregularity of graph 𝐺 is the biggest minimum 

label used for labelling graph 𝐺 with total edge irregularity labelling, denoted by 𝑡𝑒𝑠(𝐺). In this paper, author investigate 

total edge irregularity strength (𝑡𝑒𝑠) in Palm Tree Graph  𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟  and Palm Tree Graph 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. The results of this 

research are  total edge irregularity strenght of palm tree graph 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟  is ceil of ((3𝑟 + 2)/3) and total edge irregularity 

strenght of palm tree graph 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟  is ceil of ((3𝑟 + 3)/3). 

 
Keywords:  Irregular total labeling, graph labeling, irregularity strength, total edge irregularity strength,  palm tree graphs 
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PENDAHULUAN  

Banyaknya  permasalahan dalam kehidupan sehari-hari mendorong manusia untuk mencari 

solusi yang secara tidak langsung permasalahan tersebut mendorong berkembangnya ilmu 

pengetahuan dan teknologi. Matematika merupakan salah satu yang banyak memberikan alternatif 

dalam menyelesaikan permasalahan di segala bidang. Salah satu cabang metematika yang dapat 

menyelesaikan suatu permasalahan adalah teori graf (Clipperton, 2005). Teori graf  banyak berperan 

dalam pengembangan matematika, baik dari sisi teori maupun terapannya. Graf 𝐺 didefinisikan 
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sebagai pasangan himpunan 𝑉(G) dan 𝐸(G) di mana V(G) menyatakan himpunan simpul dan E(G) 

menyatakan himpunan sisi, teori agraf memiliki banyak topic untuk dikaji sehingga sampai ini banyak 

sekali peneliti yang mengkaji bidang-bidang dalam teori graf. 

 Beberapa penelitian menunjukkan bahwa pelabelan dapat dilakukan dengan cara 

mengaitkan jumlah label dengan elemen-elemen graf yaitu titik dan sisi. Jumlah label ini dikenal 

sebagai bobot (weight) dari elemen graf yang dinotasikan dengan w. Baca (2007) mengenalkan 

beberapa jenis pelabelan yaitu pelabelan-k total tak teratur sisi (edge irregular total k-labeling) dan 

pelabelan-k total tak teratur titik (vertex irregular total k-labeling) yang dalam prosesnya juga 

menghasilkan definisi baru yaitu nilai ketakteraturan sisi total (total edge irregularity strength). Misalkan 

𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) → {1,2,3 … . 𝑘} merupakan pelabelan-k total, maka bobot sisi xy dari elemen-elemen 

graf 𝐺 (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) didefinisikan sebagai 𝑤(𝑥𝑦)  =  𝑓 (𝑥)  + 𝑓 (𝑦). Pada penelitian terbarunya, Baca 

(2014) memperkenalkan pelabelan-k total tak teratur sisi (edge irregular total k-labeling) dan definisi nilai 

ketakteraturan sisi total (total edge irregularity strength). Suatu pelabelan-k total 𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) →
{1,2,3 … . 𝑘} disebut pelabelan-k tak teratur sisi total (edge irregular total k-labeling) jika untuk setiap dua 

sisi berbeda 𝑒1 dan 𝑒2 berlaku 𝑤(𝑒1)  ≠  𝑤(𝑒2). Nilai k terkecil disebut kekuatan tak teratur sisi total 

(total edge irregularity strength).   

 

Teorema 1 

Jika 𝐺(𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) adalah suatu graf dengan himpunan titik tak kosong 𝑉(𝐺) dan himpunan 

sisi 𝐸(𝐺), maka  

⌈
|𝐸|+2

3
⌉≤tes(𝐺)≤|𝐸|………… (1) 

(Baca, 2007).  

 

Setelah itu banyak peneliti yang mengkaji tentang nilai ketakteraturan sisi total dari beberapa 

graf. Seperti kajian tentang graf pohon (Ivančo & Jendrol, 2006), graf caterpillar (Imran et al, 2017), 

graf rantai kaktus dengan titik pendant (Rosyida & Indriati, 2019) dan banyak lagi penelitian tentang 

kekuatan tak teratur sisi. Pada tulisan ini akan dibahas tentang nilai ketakteraturan sisi total dari graf 

Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan nilai ketakteraturan sisi total dari graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 

Gabungan dari dua graf sederhana 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) dan 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) adalah graf sederhana 

dengan himpunan titik 𝑉1 ∪ 𝑉2 dan himpunan sisi 𝐸1 ∪ 𝐸2. Gabungan dari 𝐺1 dan 𝐺2 dinotasikan 

dengan 𝐺1 ∪ 𝐺2 (Rosen, 2013). Berikut akan diberikan gabungan graf lengkap 𝐾2 dan 𝐾3. Graf 

gabungan graf lengkap 𝐾2 dan 𝐾3 disajikan pada Gambar 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Graf gabungan 

 

Definisi 2. Join dari dua graf 𝐺1 dan 𝐺2 yang dinotasikan dengan 𝐺1+𝐺2, adalah graf yang terbentuk 

dari 𝑉(𝐺1)⋃ 𝑉(𝐺2) dan 𝐸(𝐺1) ∪ 𝐸(𝐺2) ∪ {{𝑢, 𝑣}|𝑢 ∈ 𝑉(𝐺1), 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺2)} (Chartrand & Oellermann, 

1993). 

Definisi 3. Graf 𝑃2 + 𝑃3 ditunjukkan oleh Gambar 2 setiap titik dari masing-masing graf saling 

dihubungkan oleh sebuah sisi baru sehingga kedua graf terhubung 

 

𝑲𝟐 

 

𝑲𝟑 

 

𝑲𝟐 ∪ 𝑲𝟑 
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Gambar 2. Join pada graf 

Definisi 4. Graf lintasan adalah graf sederhana yang berupa lintasan tunggal. Graf path dengan n titik 

dinotasikan dengan 𝑃𝑛. Graf 𝑃𝑛 memiliki n – 1 sisi (Budayasa, 2007). 

Definisi 5. Graf cycle, 𝐶𝑛, dengan panjang 𝑛 adalah graf dengan 𝑛 titik 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dan sisi 

𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛 , 𝑣𝑛𝑣1 (Ringel & Hartsfield, 1994). Contoh graf cycle disajikan pada Gambar 3. 

 

 
 

Gambar 3. Graf cycle 𝐶5 

 

Definisi 6. Graf bintang, 𝑆𝑛, adalah graf yang dibangun dari satu titik pusat dengan menambahkan 

sejumlah 𝑛 pendant pada titik pusat tersebut. Graf bintang memiliki 𝑛 + 1 titik dan 𝑛 sisi (Choudum 

et al., 1996). Contoh graf bintang disajikan pada Gambar 4. 

 

 
 

Gambar 4. Graf bintang 𝑆4 

 

Definisi 7. Graf caterpillar 𝑆𝑛1,𝑛2,…,𝑛𝑟
 adalah graf yang dibangun dari suatu lintasan disebut tulang 

belakang (backbone) 𝑃𝑛 dengan menambahkan sejumlah daun (pendant) pada setiap titik pada lintasan, 

yaitu 𝑛𝑖 pendant pada titik 𝑐𝑖 dimana 𝑛𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑟 (Sevenhot & Denny, 2010). Pada Gambar 

5 diberikan contoh graf caterpillar untuk 𝑃3. 

 

 
 

Gambar 5. Graf caterpillar 𝑆(2,3,1) 

𝑷𝟐 

𝑷𝟑 𝑷𝟐 + 𝑷𝟑 
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Definisi 8. Graf sapu 𝐵𝑛,𝑛 adalah kasus khusus dari graf caterpillar dimana sejumlah 𝑛 titik pendant 

hanya dihubungkan pada satu titik ujung dari tulang belakang 𝑃𝑚 (Sevenhot & Denny, 2010). Contoh 

graf sapu disajikan pada Gambar 6. 

 
 

Gambar 6. Graf sapu 𝐵3,3 

 

Definisi 9. Graf unicycle adalah graf yang tepat memuat satu lingkaran (Gallian, 2009). Contoh graf 

unicycle disajikan pada Gambar 7. 

 

 
 

Gambar 7. Graf unicycle yang mengandung graf lingkaran 𝐶3 

 

Pada penelitian ini, diselidiki nilai ketakteraturan sisi total (tes) pada graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan 

graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 

METODE  

Pada tahap awal, dilakukan pencarian informasi dan menelaah beberapa sumber pustaka yang 

relevan, baik berupa buku, jurnal ilmiah, ebook, dsb. Dari kajian tersebut, ditemukan permasalahan 

umum yaitu pelabelan pada graf. Permasalahan ini masih terlalu luas, sehingga diperlukan rumusan 

masalah yang lebih spesifik. Setelah mengkaji beberapa sumber pustaka, selanjutnya dilakukan 

langkah-langkah pemecahan masalah seperti pada Gambar 8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 8. Diagram metode penelitian 

Studi Literatur 

Memberikan konsep dasar graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan graf Pohon 

Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 

Menentukan batas bawah tes untuk graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan 

graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 

 

Melakukan simulasi pelabelan tak teratur sisi total dimulai dari graf 
dengan sisi terkecil sampai memperoleh pola pelabelan yang tetap pada 

graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 dan graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 

Mengkonstruksi formula untuk label titik, label sisi  dan bobot sisi 

Menentukan nilai eksak dari tes pada tiap graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 

dan graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN  

Graf Pohon Palem 𝑪𝒓 − 𝑩𝒓,𝒓 

Definisi 10. Graf pohon palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah gabungan graf sapu dan graf lingkaran dengan 

penambahan satu sisi yang menghubungkan titik ujung graf sapu 𝐵𝑟,𝑟 dengan salah satu titik pada graf 

cycle 𝐶𝑟. Contoh Graf Pohon Palem disajikan pada Gambar 9. 

 

 
 

               Gambar 9. Graf pohon palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 

 

Teorema 11. 

 Misalkan 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 , 𝑟 > 2 adalah graf pohon palem dari gabungan graf sapu 𝐵𝑟,𝑟 dan graf cycle 

𝐶𝑟, maka 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 ) = ⌈
3𝑟+2

3
⌉. 

Pada graf pohon palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟, ditunjukkan bahwa jumlah sisi pada graf bilntang adalah 𝑟, 

jumlah sisi pada graf lintasan adalah 𝑟 dan jumlah sisi pada graf cycle adalah 𝑟. Sehingga 

diperoleh jumlah sisi pada graf  𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah 3𝑟. 

 

Bukti. Berdasarkan Baca, diperoleh batas bawah 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟) ≥ ⌈
|𝐸(𝐶𝑟−𝐵𝑟,𝑟)|+2

3
⌉ = ⌈

3𝑟+2

3
⌉ untuk 

𝑟 > 2. Diberikan 𝑎𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑟) titik pendant pada graf bintang di graf Sapu 𝐵𝑟,𝑟 , 𝑏𝑖(𝑟 =

1,2, … , 𝑟) titik pada graf lintasan di graf Sapu 𝐵𝑟,𝑟 dengan 𝑏1 merupakan titik ujung lintasan graf 

sapu 𝐵𝑟,𝑟 yang juga merupakan titik pusat graf bintang dan 𝑐𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑟) titik pada graf cycle  

𝐶𝑟 dengan 𝑐1 merupakan titik pada graf cycle 𝐶𝑟 yang bertetangga dengan graf sapu 𝐵𝑟,𝑟. 

Perumuman formula label titik dan label sisi pada graf pohon palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 menghasilkan pola 

yang sama pada semua graf. Jadi, sisi pada graf bintang, graf lintasan, dan graf  cycle memiliki 

pola pelabelan. Pelabelan titik pada graf bintang dimulai dari titik 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟 , pelabelan titik 

pada graf lintasan dimulai dari titik 𝑏1, 𝑏2, … 𝑏𝑟 dan pelabelan titik pada graf cycle dimulai dari 

titik 𝑐1, 𝑐2, … 𝑐𝑟. Sedangkan pelabelan sisi pada graf bintang dimulai dari sisi 𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏1, … 𝑎𝑟𝑏1, 
pelabelan sisi pada graf lintasan dimulai dari sisi 𝑏1𝑏2, 𝑏2𝑏3, … 𝑏𝑟−1𝑏𝑟 dan pelabelan sisi pada graf 

cycle dimulai dari titik 𝑐1𝑐2, 𝑐2𝑐3, … 𝑐𝑟𝑐1. 

𝑏1 

𝑏2 

𝑏𝑛−1 

𝑏𝑛 

𝑎1 

𝑎2 𝑎𝑛−1 

𝑎𝑛 

𝑐1 

𝑐2 

𝑐𝑟−1 

𝑐𝑟 
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Diperoleh batas atas 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟) ≤ ⌈
|𝐸(𝐶𝑟−𝐵𝑟,𝑟)|+2

3
⌉ = ⌈

3𝑟+2

3
⌉ dengan mengkonstruksi pelabelan-

k total tak teratur sisi 𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) → {1,2, … 𝑘} dengan 𝑘 = ⌈
3𝑟+2

3
⌉ sebagai berikut: 

𝑓(𝑎𝑖) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑏𝑖) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑐𝑖) = ⌈
3𝑟 + 2

3
⌉ , ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

(𝑎𝑖𝑏1) = 1, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) = ⌈
3𝑟 + 2

3
⌉ − 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 − 1 

𝑓(𝑏𝑟𝑐1) = 1 

𝑓(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 − 1 

𝑓(𝑐𝑟𝑐1) = 𝑟 

Karena label titik dan sisi yang diperoleh kurang dari sama dengan 𝑘 = ⌈
3𝑟+2

3
⌉, maka pelabelan 

𝑓 pelabelan-k total. 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa setiap sisi pada graf (𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟) mempunyai bobot yang 

berbeda dengan formula bobot dari sisi 𝑢𝑣 yaitu (𝑢𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑢𝑣) + 𝑓(𝑣) 

𝑤(𝑎𝑖𝑏1) = 𝑓(𝑎𝑖) + 𝑓(𝑎𝑖𝑏1) + 𝑓(𝑏1) 

= 𝑖 + 1 + 1 

= 2 + 𝑖 
𝑤(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) = 𝑓(𝑏𝑖) + 𝑓(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) + 𝑓(𝑏𝑖+1) 

= 𝑖 + (𝑟 − 𝑖 + 1) + (𝑖 + 1) 

= 𝑟 + 2 + 𝑖 
𝑤(𝑏𝑟𝑐1) = 𝑓(𝑏𝑟) + 𝑓(𝑏𝑟𝑐1) + 𝑓(𝑐1) 

= 𝑟 + 1 + 𝑟 + 1 

= 2𝑟 + 2 

𝑤(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) = 𝑓(𝑐𝑖) + 𝑓(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

= (𝑟 + 1) + 𝑖 + (𝑟 + 1) 

= 2𝑟 + 2 + 𝑖 
𝑤(𝑐𝑟𝑐1) = 𝑓(𝑐𝑟) + 𝑓(𝑐𝑟𝑐1) + 𝑓(𝑐1) 

= (𝑟 + 1) + 𝑟 + (𝑟 + 1) 

= 3𝑟 + 2 

Oleh karena 𝑓 merupakan pelabelan−𝑘 total dan untuk setiap dua sisi berbeda, bobot sisinya 

juga berbeda, artinya 𝑓 merupakan pelabelan−𝑘 total tak teratur sisi, dengan label terbesarnya 

adalah 𝑘 = ⌈
3𝑟+2

3
⌉. Jadi, terbukti bahwa untuk 𝑟 > 2, 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟) = ⌈

3𝑟+2

3
⌉. 

Pelabelan-4 total tak teratur sisi pada graf Pohon Palem 𝐶3 − 𝐵3,3 disajikan pada Gambar 10. 
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Gambar 10. Pelabelan graf pohon palem 𝐶3 − 𝐵3,3 

Keterangan warna label: 

      = bobot sisi   

      = label titik dan label sisi 

 

Graf Pohon Palem 𝑪𝒓+𝟏 − 𝑩𝒓,𝒓 

Definisi 12. Graf pohon palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah gabungan graf sapu dan graf lingkaran dengan 

penambahan satu sisi yang menghubungkan titik ujung graf sapu 𝐵𝑟,𝑟 dengan salah satu titik pada 

graf cycle 𝐶𝑟+1. Contoh Graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 disajikan pada Gambar 11. 

Teorema 13 

  Misalkan 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 , 𝑟 > 2 adalah graf pohon palem dari gabungan graf sapu 𝐵𝑟,𝑟 dan graf cycle 

𝐶𝑟+1, maka 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 ) = ⌈
3𝑟+3

3
⌉. 

Pada graf pohon palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟, ditunjukkan bahwa jumlah sisi pada graf bilntang adalah 𝑟, 

jumlah sisi pada graf lintasan adalah 𝑟 dan jumlah sisi pada graf cycle adalah 𝑟 + 1. Sehingga 

diperoleh jumlah sisi pada graf  𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah 3𝑟+1. 

Bukti. Berdasarkan Baca (2007), diperoleh batas bawah 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟) ≥ ⌈
|𝐸(𝐶𝑟+1−𝐵𝑟,𝑟)|+2

3
⌉ =

⌈
3𝑟+2

3
⌉ untuk 𝑟 > 2. Diberikan 𝑎𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑟) titik pendant pada graf bintang di graf Sapu 𝐵𝑟,𝑟 , 

𝑏𝑖(𝑟 = 1,2, … , 𝑟) titik pada graf lintasan di graf Sapu 𝐵𝑟,𝑟dengan 𝑏1 merupakan titik ujung 

lintasan graf sapu 𝐵𝑟,𝑟 yang juga merupakan titik pusat graf bintang dan 𝑐𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑟) titik 

pada graf cycle  𝐶𝑟+1 dengan 𝑐1 merupakan titik pada graf cycle 𝐶𝑟+1 yang bertetangga dengan graf 

sapu 𝐵𝑟,𝑟 .  

Perumuman formula label titik dan label sisi pada graf pohon palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 

menghasilkan pola yang sama pada semua graf. Jadi, sisi pada graf bintang, graf lintasan, dan 

graf  cycle memiliki pola pelabelan. Pelabelan titik pada graf bintang dimulai dari titik 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟 , 
pelabelan titik pada graf lintasan dimulai dari titik 𝑏1, 𝑏2, … 𝑏𝑟 dan pelabelan titik pada graf cycle 

dimulai dari titik 𝑐1, 𝑐2, … 𝑐𝑟+1. Sementara pelabelan sisi pada graf bintang dimulai dari sisi 

𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏1, … 𝑎𝑟𝑏1, pelabelan sisi pada graf lintasan dimulai dari sisi 𝑏1𝑏2, 𝑏2𝑏3, … 𝑏𝑟−1𝑏𝑟 dan 

pelabelan sisi pada graf cycle dimulai dari titik 𝑐1𝑐2, 𝑐2𝑐3, … 𝑐𝑟+1𝑐1.  
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Gambar 11. Graf pohon palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 

 

Diperoleh batas atas 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟) ≤ ⌈
|𝐸(𝐶𝑟+1−𝐵𝑟,𝑟)|+2

3
⌉ = ⌈

3𝑟+3

3
⌉ dengan mengkonstruksi 

pelabelan-k total tak teratur sisi 𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) → {1,2, … 𝑘} dengan 𝑘 = ⌈
3𝑟+3

3
⌉ sebagai berikut: 

𝑓(𝑎𝑖) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑏𝑖) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑐𝑖) = ⌈
3𝑟 + 3

3
⌉ , ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

(𝑎𝑖𝑏1) = 1, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 

𝑓(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) = ⌈
3𝑟 + 3

3
⌉ − 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 − 1 

𝑓(𝑏𝑟𝑐1) = 1 

𝑓(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) = 𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑟 − 1 

𝑓(𝑐𝑟𝑐1) = 𝑟 

Karena label titik dan sisi yang diperoleh kurang dari sama dengan 𝑘 = ⌈
3𝑟+3

3
⌉, maka pelabelan 

𝑓 pelabelan-k total. Kemudian akan ditunjukkan bahwa setiap sisi pada graf (𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟) 

mempunyai bobot yang berbeda dengan formula bobot dari sisi 𝑢𝑣 yaitu (𝑢𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑢𝑣) +
𝑓(𝑣) 

𝑤(𝑎𝑖𝑏1) = 𝑓(𝑎𝑖) + 𝑓(𝑎𝑖𝑏1) + 𝑓(𝑏1) 

= 𝑖 + 1 + 1 

= 2 + 𝑖 
𝑤(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) = 𝑓(𝑏𝑖) + 𝑓(𝑏𝑖𝑏𝑖+1) + 𝑓(𝑏𝑖+1) 

= 𝑖 + (𝑟 − 𝑖 + 1) + (𝑖 + 1) 

= 𝑟 + 2 + 𝑖 
𝑤(𝑏𝑟𝑐1) = 𝑓(𝑏𝑟) + 𝑓(𝑏𝑟𝑐1) + 𝑓(𝑐1) 

= 𝑟 + 1 + 𝑟 + 1 

= 2𝑟 + 2 

𝑤(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) = 𝑓(𝑐𝑖) + 𝑓(𝑐𝑖𝑐𝑖+1) + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

= (𝑟 + 1) + 𝑖 + (𝑟 + 1) 

= 2𝑟 + 2 + 𝑖 
𝑤(𝑐𝑟+1𝑐1) = 𝑓(𝑐𝑟+1) + 𝑓(𝑐𝑟+1𝑐1) + 𝑓(𝑐1) 

= (𝑟 + 1) + (𝑟 + 1) + (𝑟 + 1) 

= 3𝑟 + 3 
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Oleh karena 𝑓 merupakan pelabelan−𝑘 total dan untuk setiap dua sisi berbeda, bobot sisinya 

juga berbeda, artinya 𝑓 merupakan pelabelan−𝑘 total tak teratur sisi, dengan label terbesarnya 

adalah 𝑘 = ⌈
3𝑟+3

3
⌉. Jadi, terbukti bahwa untuk 𝑟 > 2, 𝑡𝑒𝑠(𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟) = ⌈

3𝑟+3

3
⌉. 

Pelabelan-4 total tak teratur sisi pada Graf Pohon Palem 𝐶4 − 𝐵3,3 disajikan pada Gambar 12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 12. Pelabelan graf pohon palem 𝐶4 − 𝐵3,3 

Keterangan warna label:  

      = bobot sisi             

           = label titik dan label sisi 

 

SIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan maka dapat disimpulkan nilai ketakteraturan 

sisi total dari graf Pohon Palem 𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah 𝑡𝑒𝑠 (𝐶𝑟 − 𝐵𝑟,𝑟) = ⌈
3𝑟+2

3
⌉ untuk 𝑟 ≥ 3 dan nilai 

ketakteraturan sisi total dari graf Pohon Palem 𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟 adalah 𝑡𝑒𝑠 (𝐶𝑟+1 − 𝐵𝑟,𝑟) = ⌈
3𝑟+3

3
⌉ untuk 

𝑟 ≥ 3. 
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