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Abstrak: Penelitian tentang hubungan di antara fenomena-fenomena real merupakan dasar 
dari tujuan sains dan memainkan peranan penting dalam pengambilan keputusan di dalam 
kehidupan sehari-hari. Analisis regresi statistik merupakan salah satu alat yang powerful 
untuk menjelaskan hubungan tersebut. Dalam makalah ini dibahas model analisis regresi 
fuzzy dengan variabel dependen fuzzy tak simetris dan variabel independen tegas. Model 
tersebut merupakan generalisasi model regresi fuzzy simetris, yaitu model regresi dengan 
variabel dependen fuzzy simetris. Solusi model tersebut juga merupakan generalisasi dari 
model regresi linear biasa. Ide dasar analisis regresi fuzzy tak simetris adalah memodelkan 
pusat dari variabel dependen fuzzy tipe ��  dengan mengadopsi model regresi klasik, 
selanjutnya secara simultan memodelkan tepi kiri dan tepi kanan variabel dependen fuzzy 
melalui model regresi linear sederhana. Pada makalah ini secara spesifik dikaji sifat-sifat baik 
solusi kuadrat terkecil model regresi fuzzy dengan variabel dependen fuzzy tak simetris. 
 
Kata kunci: data fuzzy ��, model pusat, model tepi, solusi kuadrat terkecil. 

 
 
A. Pendahuluan 

Penelitian tentang hubungan di antara 
fenomena-fenomena real merupakan dasar 
dari tujuan sains dan memainkan peranan 
penting dalam pengambilan keputusan di 
dalam kehidupan sehari-hari. Dalam hal ini 
analisis regresi statistik merupakan salah satu 
alat yang powerful untuk menjelaskan 
hubungan tersebut. Analisis regresi 
merupakan suatu alat dalam statistika yang 
berkaitan dengan analisis pemodelan 
hubungan antara variabel independen (misal �) dengan variabel dependen (misal �� , �� , 
…, �� ) berdasarkan sekumpulan observasi 
dalam suatu konteks atau lingkungan 
permasalahan. 

Penalaran statistik (statistical reasoning) 
dipengaruhi oleh beberapa jenis sumber 
ketidakpastian, seperti: keacakan 
(randomness), ketidak-tepatan (imprecision), 
ketidakjelasan (vagueness), ketidaktahuan 
sebagian (partial ignorance), dan sebagainya. 
Dalam konteks analisis regresi, terdapat 
beberapa aspek ketidak-pastian yang sering 
diperhatikan, yaitu ketidakpastian berkaitan 
dengan: (1) hubungan antara variabel 
dependen dengan variabel independen, (2) 

hubungan antara data terobservasi dengan 
"semesta" data yang mungkin, dan (3) 
ketidakpastian (ketidaktepatan, 
ketidakjelasan) berkaitan dengan nilai-nilai 
variabel terobservasi (Coppi [1]). 

Dalam paradigma statistik tradisional, 
ketidakpastian (1) dan (2) telah banyak 
ditangani dengan sangat memuaskan. Untuk 
menjawab permasalahan ketidakpastian (3), 
telah banyak para peneliti yang mencoba 
mengusulkan berbagai metode sebagai 
alternatif. Seiring dengan perkem-bangan 
penelitian, pada dekade terakhir, telah banyak 
penelitian yang berupaya mengembangkan 
koalisi antara teori himpunan fuzzy dan teori 
statistik. Tujuan yang hendak dicapai di 
antaranya adalah untuk: (1) memperkenalkan 
permasalahan analisis data baru berkaitan 
dengan ralasional fuzzy, (2) membangun 
model formal yang menggabungkan 
randomness dengan fuzziness, (3) 
mengembangkan metodologi statistik 
univariate dan multivariate dalam menangani 
data bernilai fuzzy, dan (4) menyertakan 
konsep fuzzy dalam membantu 
menyelesaikan permasalahan statistik 
tradisional dengan data non-fuzzy (Coppi 
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dkk. [4]). Dalam konteks analisis regresi, 
dikenal istilah regresi fuzzy. 

Secara umum terdapat dua pendekatan 
yang berbeda dalam analisis regresi fuzzy. 
Pertama pendekatan berbasis konsep 
possibilistik yang pertama kali diperkenalkan 
oleh Tanaka dkk. (1982). Kedua adalah 
pendekatan berbasis kuadrat terkecil, yaitu 
perluasan metode kuadrat terkecil dalam 
setting fuzzy. Kedua pendekatan ini 
mempunyai perbedaan dalam metode 
optimasi fungsional untuk membangun model 
regresi "terbaik". 

Salah satu pendekatan kuadrat terkecil 
dalam analsis regresi fuzzy adalah model 
regresi yang diusulkan oleh D'Urso dkk. 
Metode yang digunakan untuk menemukan 
model linear adalah meminimalkan fungsi 
jarak fuzzy antara variabel terobservasi dan 
estimasi variabel output yang didefinisikan 
dalam suatu ruang metrik tertentu. Tulisan 
yang membahas masalah ini di antaranya 
D'Urso dan Gastaldi [7], [8], Coppi dan 
D'Urso [2], D'Urso [6], D'Urso dan Giordani 
[9], D'Urso dan Giordani [10], Coppi dkk. [3], 
D'Urso dan Santoro [12], [11]. Dalam tulisan 
ini dikaji model regresi dengan variabel 
dependen fuzzy tak simetris dan variabel 
independen tegas dan solusi model yang 
berkaitan sebagai bentuk umum dari model 

regresi fuzzy simetris dan model regresi biasa 
(klasik/tegas). Selanjutnya diberikan contoh 
aplikasi, dengan memperhatikan beberapa 
konsep yang telah dibahas dalam [15-17] 
seperti koefisien determinasi dan indeks 
Mallows, dengan generalisasinya pada model 
regresi fuzzy tak simetris. 

 
1. Matriks Data Fuzzy LR 

Untuk merepresentasikan ketidakpastian 
dalam permasalahan kehidupan diperlukan 
data fuzzy. Pada dasarnya kita semua sering 
menggunakan data fuzzy, aturan samar, dan 
ketidaktepatan informasi untuk mengambil 
keputusan dalam situasi yang tidak menentu. 
Oleh karena itu model-model komputasional 
dari sistem real perlu juga bisa mengenali, 
merepresentasikan, memanipulasi, 
menginterpretasikan, dan menggunakan 
ketidakpastian (Bezdek (1993) dalam Coppi 
dkk. [4]). Kelas umum dari data fuzzy 
dinyatakan dengan (selanjutnya disebut 
dengan) data fuzzy LR. Data fuzzy LR dapat 
dinyatakan dengan matriks data fuzzy. 

 
Definisi 1.0.1. (Coppi dkk. [5]). Matriks data 
fuzzy LR2 ( �  unit observasi ×  
  variabel 
(fuzzy)) didefinisikan sebagai 

 � ≡ 
��� = �����, ����, ���, ������: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
! 
 
dengan ��� = �����, ���� , ���, ������ 

menyatakan variabel fuzzy terobservasi 
LR2 ke-j pada unit observasi ke-i, ���� 
dan ��������� ≤ �����  masing-masing 

menyatakan "pusat" kiri dan kanan, serta ���  dan ���  masing-masing menyatakan 
tepi kiri dan kanan, dengan fungsi 
keanggotaan dinyatakan sebagai:

 

#$%&�'��� =
()
*
)+� ,���� − '����� . , 	 '�� < �������� > 0�,

1, 	 ���� ≤ '�� < ����,
� ,'�� − ������� . , 	 '�� ≥ �������� > 0�,

4 
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dengan L (dan R) adalah fungsi 
berbentuk turun dari ℜ6 ke 70,18 dengan �90: = 1 ; ��;��� < 1  untuk setiap ;�� > 0, ∀�,  ; ��;��� > 0  untuk setiap ;�� < 1, ∀�,  ; �91: = 0 (atau ��;��� > 0 
untuk setiap ;�� dan �9+∞: = 0). 

Bilangan fuzzy ��� = �����, ���� , ���, ������: � =1,2, … , �;  = 1,2, … , 
  berisi interval 
yang bergerak dari ���� − ���  ke ���� + ���  dan fungsi keanggotaan 
memberikan bobot-bobot yang berbeda 
terhadap masing-masing tepi kiri dan 
tepi kanan di sebelah kiri dan kanan dari 
pusat. Jika ���� = ����, maka diperoleh 
bilangan fuzzy LR1, dinotasikan dengan ��� = ���� , ���, ������ , dengan ��� 

menyatakan pusat, dan diperoleh matriks 
data fuzzy LR1 � ≡ 
��� = ����, ���, ������: � =1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?. Selanjutnya jika ��� = ���, maka diperoleh bilangan fuzzy 
simetris LL1, dinotasikan dengan ��� = ���� , ������, dan diperoleh matriks 

data fuzzy LL1 simetris � ≡
��� = ����, ������: � = 1,2, … , �;  =1,2, … , 
?. 
Catatan 1. Datum fuzzy ���  yang 
sering digunakan adalah trapesium 
(dengan fungsi keanggotaan trapesium). 
Untuk bilangan (interval) fuzzy ��� ���, 
jika �  dan �  berbentuk:

 

 �9;: = �9;: = @1 − ;A , 0 ≤ ; ≤ 1,0, yang	lain, 4 (1.0.1) 

 
dengan H = 1 , maka � ≡ I���: � =1,2, … , �;  = 1,2, … , 
J   adalah matriks 
data fuzzy trapesium yang anggota-

anggotanya mempunyai fungsi 
keanggotaan

 

#$%&�'��� =
()
*
)+1 − ���� − '����� , 	 '�� < �������� > 0�,

1, 	 ���� ≤ '�� < ���� ,
1 − '�� − ������� , 	 '�� ≥ �������� > 0�.

4 
 
Bentuk khusus data fuzzy ���  di 
antaranya seperti: segitiga, parabolik, 
dan akar kuadrat (apabila � dan �  pada 
bentuk (1) masing-masing dengan H =1, H = 2, H = ��). Setiap bentuk tersebut 

memberikan level fuzziness yang 
berbeda-beda di sekitar pusat bilangan 
fuzzy. Secara khusus, bentuk akar 
kuadrat menyatakan level fuzziness 
rendah, bentuk segitiga menyatakan 
level fuzziness menengah, dan bentuk 
parabolik menyatakan level fuzziness 
tinggi. 

Catatan 2. Matriks fuzzy ���  dan ��� 
dapat dinyatakan dengan: � ≡ LM|O4|P4J  untuk ���  dan � ≡LM�|M� 4|O4|P4J (untuk ���), dengan M ≡ I���: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?  
(matriks pusat), M� ≡ I����: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?  
(matriks “pusat” kiri), M� ≡ I����: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?  
(matriks “pusat” kanan), O ≡ I���: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?  
(matriks tepi kiri), dan 
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P ≡ I���: � = 1,2, … , �;  = 1,2, … , 
?  
(matriks tepi kanan). 
Catatan 3. Kasus khusus pada data 
fuzzy ���  dan ���  untuk 
merepresentasikan situasi nyata dapat 
digunakan bentuk data fuzzy simetris 
(selanjutnya masing-masing disebut data 
fuzzy ��  dan ��). Pada kasus ini � = � 
dan � = � . Fungsi keanggotaan simetris 
berakibat dapat menurunkan banyaknya 
parameter yang terlibat. Beberapa contoh 
penerapan data fuzzy tipe simetris dapat 
dilihat pada [17], [13], [14], [15], dan 
[16]. 

1.1. Jarak dan Ruang Metrik Fuzzy. 
Definisi jarak antara dua bilangan fuzzy 
tak simetris dan sifat ruang metrik 
berdasarkan definisi jarak tersebut 
dikemukakan oleh Yang dan Ko ([18]). 
Misalkan Q��9ℜ: menyatakan himpunan 
semua bilangan fuzzy tak simetris. 
Definisi 1.1.1. (Yang dan Ko [18]). 
Misalkan �R = 9�$, H$, S$:��  dan �R = ��T, HT, ST���  adalah bilangan 

fuzzy �� di dalam Q��9ℜ:. Jarak antara 
dua bilangan fuzzy �R  dan �R  
didefinisikan dengan

 U��� ��R, �R� = ��$ − �T�� + V9�$ − WH$: − ��T − WHT�X�+ V9�$ + YS$: − ��T + YST�X� 

dengan W = Z �[�9\:�] d\ dan Y = Z �[�9\:�] d\. 
 
Nilai W  dan Y  menyatakan pengaruh 

bentuk dari fungsi keanggotaan terhadap 
jarak antara dua bilangan fuzzy. Nilai W 
dan Y  memiliki peran ganda, yaitu 
berhubungan dengan variabilitas fungsi 
keanggotaan dan menurunkan penekanan 
pada tepi, karena pada kenyataannya 
bobot pusat lebih besar daripada bobot 
tepi. Selanjutnya pada definisi 1.1.1, jika 
kedua bilangan adalah bilangan fuzzy 
simetris ( H$ = S$ , HT = ST , dan W = Y = Z �[�9\:�] d\), maka diperoleh 
jarak antara dua bilangan fuzzy simetris �R dan �R , yaitu: U��� ��R, �R� = 3��$ − �T��

+ 2W��H$ − HT��. 

 
2. Regresi Fuzzy dengan Variabel 

Dependen Fuzzy Tak Simetris 
Ide dasar analisis regresi fuzzy yang 

dikembangkan adalah memodelkan pusat 
(center) dari variabel dependen fuzzy 
tipe ��  dengan mengadopsi model 
regresi klasik, selanjutnya secara 
simultan memodelkan tepi kiri (left 
spread) dan tepi kanan (right spread) 
variabel dependen fuzzy melalui regresi 
linear sederhana. Langkah pertama 
memodelkan pusat, batas bawah, dan 
batas atas dari variabel respon sebagai 
jumlahan nilai teoritis yang tidak 
diketahui dan error-nya, yaitu:

 ` = a + b ` − c = a − d� + b� 
 ` + e = a + d� + b� , (2.0.1) 
 
dengan b, b� , dan b�  adalah vektor 
residual dan a, d� , dan d�  adalah vektor 
nilai teoritis dari pusat, tepi kiri, dan tepi 

kanan dari variabel dependen. Nilai-nilai 
tersebut dinyatakan dalam bentuk 
parameter model regresi, yaitu:
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 a = �f,  
 d� = g�a + h�i,  
 d� = g�a + h�i, (2.0.2) 
 
dengan � = I���? adalah matriks desain 
yang bersesuaian dengan elemen baris j� = 71, ���, ���, … , ��k8, � = 1, … , l,  
yang menyatakan ”profil” regresi dari 
observasi ke-i. Parameter f menyatakan 
koefisien hubungan linear antara pusat 
dengan fungsi atas �� , dan 9g� , g� , h� , h�:  menyatakan koefisien 
hubungan linear antara tepi (spread) 
terobservasi dengan nilai estimasi pusat. 
Selanjutnya i  menyatakan vektor 1-an 
berukuran 9l × 1:. 

Prosedur untuk mengestimasi 
parameter-parameter di atas dilakukan 
dengan menggunakan kriteria kuadrat 
terkecil (Least Square), yaitu 
meminimalkan jarak antara nilai 
terobservasi variabel dependen (response 
variable) mn�9� = 1,2, … , l:  dengan 
pasangan nilai teoritisnya yaitu mn�∗9� =1,2,…,l yang didefinisikan dengan mn�∗ ≡ �#�, p�% , p�%���								, �= 1,2, … , l, 
dengan #�, p�% , dan	p�%  seperti termuat 
dalam model (2.0.2). 

Model regresi tersebut dibangun atas 
tiga model linear. Pertama interpolasi 
pusat dari observasi fuzzy, kedua dan 
ketiga adalah model untuk batas bawah 
(pusat - tepi) dan model untuk batas atas 
(pusat + tepi) yang dibangun 
berdasarkan model pertama. Dalam 
kasus variabel output adalah simetris, 
maka tepi kiri sama dengan tepi kanan, 
sehingga model kedua dan model ketiga 
mempunyai estimasi tepi yang sama. 
2.1. Solusi Iteratif Model. Berdasarkan 
kriteria kuadrat terkecil, parameter dari 
model (2.0.2) diestimasi dengan 
meminimalkan kuadrat jarak antara 
variabel dependen terobservasi �R  dengan 
nilai teoritis yang berkorespondensi �R ∗ 
yang didefinisikan melalui model 
(2.0.2). Untuk tujuan ini, digunakan 
konsep jarak Euclid untuk bilangan 
fuzzy ��  (seperti pada definisi 1.1.1), 
yang merupakan generalisasi dari metrik 
yang disulkan oleh Yang dan Ko [18], 
yaitu:

 
 Δ��� = 39` − a:r9` − a: − 2W9` − a:r9c − d�: + W�9c − d�:r9c − d�: 
 +2Y9` − a:r9e + d�: + Y�9e + d�:′9e + d�:,            (2.1.1)  
 

Berdasarkan basis jarak (2.1.1) dapat 
disusun fungsi objektif kuadrat terkecil 

dalam parameter f , g� , g� , h� , dan h� 
dari model (2.0.2) sebagai berikut.

 minimizef,wx,wy,zx,zy Δ��� 9f, g� , g� , h� , h�: = minimizef,wx,wy,zx,zy739`r` − 2`r�f + f′�r�f: 

−2W9`rc − `r�fg� − `rih� − fr�rc		 + fr�r�fg� + fr�rih�: +W�9crc − 2cr�fg� − 2crih� + fr�r�fg�� + 2fr�rig�h� + lh��: +2Y9`re − `r�fg� − `rih� − fr�re + fr�r�fg� + fr�rih�: +Y�9ere − 2er�fg� − 2erih� + fr�r�fg�� + 2fr�rig�h� + lh��:8.	 
 (2.1.2) 

 
Untuk menentukan solusi masalah 

(2.1.2), dicari turunan parsial Δ���  
terhadap parameter f, g�, g�, h�, dan h� 
untuk nilai sama dengan nol, sehingga 
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diperoleh sistem persamaan sebagai berikut.
 {Δ���{f = | ⇔ �r�f93 − 2Wg� + W�g�� + 2Yg� + Y�g��: 

= �r73` − W9`g� + c − ih�: + W�9cg� − ig�h�: + Y9`g� + e −ih�: + Y�9eg� − ig�h�:8.  (2.1.3) ~�xy�
~wx = 0 ⇔ fr�r` − fr�r�f − W9fr�rc − fr�r�fg� − ir�fh�: = 0. (2.1.4) 

~�xy�
~wy = 0 ⇔ fr�r` − fr�r�f + Y9fr�re − fr�r�fg� − ir�fh�: = 0. (2.1.5) 

~�xy�
~zx = 0 ⇔ ir�f − ir` + W9irc − ir�fg� − lh�: = 0.  (2.1.6) 

~�xy�
~zy = 0 ⇔ ir�f − ir` − Y9ire − ir�fg� − lh�: = 0.  (2.1.7) 

 
Solusi iteratif dari sistem persamaan di 
atas diperoleh dengan mengasumsikan 
bahwa �  non-singular, W > 0,  dan 	Y >

0 , sehingga diperoleh himpunan 
persamaan solusi sebagai berikut.

 f = 73 − Wg�92 − Wg�: + Yg�92 + Yg�:8[�9�r�:[i�r × 73` − W9`g� + c −ih�: + W�9cg� − ig�h�: + Y9`g� + e − ih�: + Y�9eg� − ig�h�:8. (2.1.8) g� = W[�9fr�r�f:[�7W9fr�rc − fr�rih�: − 9fr�r` − fr�r�f:8 (2.1.9) η� = ρ[�9γrXrXγ:[�7ρ9γrXrr − γrXr1ξ�: + 9γrXrm − γrXrXγ:8 (2.1.10) ξ� = 9nλ:[�7λ1′9l − Xγη�: − 1′9m − Xγ:8 (2.1.11) ξ� = 9nρ:[�7ρ1′9r − Xγη�: + 1′9m − Xγ:8 (2.1.12) 
 
Prosedur optimisasi dengan 

menggunakan algoritma estimasi iteratif 
berdasarkan persamaan (2.1.8) – (2.1.12) 
tidak dijamin diperolehnya minimum 
global, hanya minimum lokal saja. 
Dengan demikian sangat disarankan 
untuk menggunakan algoitma iterasi 
dengan beberapa nilai awal untuk 
mengetahui stabilitas solusi (D’Usro dan 
Santoro, [12]). 

Solusi di atas merupakan 
generalisasi dari solusi model regresi 
fuzzy dengan variabel dependen fuzzy 
simetris apabila d� = d�  ( g� = g� dan h� = h� ). Beberapa contoh penerapan 
data fuzzy tipe simetris dapat dilihat 
pada [17], [13], [14], [15], dan [16]. 
Selanjutnya pada kasus variabel 
dependen tegas (crisp) yaitu c = e =|; 	dan	g� = g� = h� = h� = 0  maka 

estimasi f  yang termuat dalam (4.15) 
akan menghasilkan solusi kuadrat 
terkecil biasa yaitu 9�r�:[i�r` . 
Dengan demikian model pada sistem 
persamaan di atas merupakan 
generalisasi dari model regresi fuzzy 
simetris sekaligus generalisasi dari 
model regresi linear klasik (model untuk 
data tegas).  
3. Sifat Solusi Kuadrat Terkecil dari 

Model 
Pada contoh ini ditunjukkan aplikasi 

praktis model regrei fuzzy dengan 
variabel dependen fuzzy tak simetris. 
Data diambil di Roma pada tanggal 5 
s.d. 25 Oktober  
Proposisi 3.0.1. Untuk model (2.0.1) 
dan estimasi kuadrat terkecil iteratif 
(2.1.8) –(2.1.12), diperoleh
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 ir9` − a�: = 0, (3.0.13) 
 ir�c − d��� = 0, (3.0.14) 
 ir�� − d��� = 0.  (3.0.15) 
 
Bukti. Persamaan (2.1.1) ditulis menjadi 

Δ��� = � ` − a�9` − Wc: − �a� − Wd���9` + Ye: − �a� + Yd����
�
 

= �� `` − Wc + Wih��` + Ye − Yih��� − � �� − W�ĝ�� + Y�ĝ�
� f���

 

= ‖� − �f�‖� (3.0.16) 
 
dengan �  dan �  didefinisikan secara 
implisit dalam (3.0.16). Persamaan 
(3.0.16) merupakan transformasi dari 
masalah regresi dengan variabel 
dependen fuzzy ke dalam masalah 
regresi biasa antara �  (vektor variabel 

dependen) dan �  (matriks variabel 
independen). Berdasarkan sifat estimasi 
regresi biasa, diketahui bahwa untuk 
vektor optimal f�  diperoleh

 
 ir� = ir�f�. (3.0.17) 
 
Dengan mensubstitusi �  dan �  dalam (3.0.16) ke dalam (3.0.17), diperoleh
 ir` + ir` − irWc + irWih�� + ir` + irYe − irYih�� = ir�f� + ir�f� − irW�f�ĝ� + i′�f� + i′Y�f�ĝ� ⇔ 0 = ir` − ira� + ir` − ira� + ir` − ira� − irWc + Wir�a�ĝ� +ih��: + irYe − Yir�a�ĝ� + ih���  ⇔ 0 = 37ir9` − a�:8 − WVir�c − d���X + YVir�e − d���X.  (3.0.18) 
 
Di lain pihak berdasarkan (2.1.6) dan (2.1.7), diperoleh 
 
 ir9` − a�: = WVir�c − d���X,  (3.0.19) 
 ir9` − a�: = −YVir�e − d���X. (3.0.20) 
 
Dengan mensubstitusi (3.0.19) dan 
(3.0.20) ke dalam (3.0.18) terbukti sifat 
(3.0.13) yaitu 0 = ir9` − a�: . 
Selanjutnya dengan mensubstitusi 
(3.0.13) ke dalam (3.0.19) dan (3.0.20), 

terbukti sifat (3.0.14) dan (3.0.15), yaitu ir�c − d��� = 0 dan ir�e − d��� = 0.∎ 
 

Proposisi 3.0.2. Residual 9` − a�: tidak 
berkorelasi dengan estimasi pusat a� , 
yaitu

 
 9` − a�:′a� = 0. (3.0.21) 
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Bukti. Dari (2.1.4) diperoleh 
 f� r�r` − f� r�r�f� − W�f� r�rc − f� r�r�f�ĝ� − f� r�rih��� = 0 ⇔ a�r` − a�ra� − W�a�rc − a�ra�ĝ� − a�rih��� = 0 ⇔ a�r �9` − a�: − W�c − d���� = 0,  (3.0.22) 

 
dan berdasarkan (2.1.5) diperoleh −f� r�r` + f� r�r�f� − Y�f� r�re − f� r�r�f�ĝ� − f� r�rih��� = 0 ⇔ −a�r` + a�ra� − Y�a�re − a�ra�ĝ� − a�rih��� = 0 ⇔ a�r �9` − a�: + Y�e − d���� = 0. (3.0.23) 

 
Berdasarkan (2.1.3) diperoleh �ra�93 − 2Wĝ� + W�ĝ�� + 2Yĝ� + Y�ĝ��:= �rV3` − W�`ĝ� + c − ih��� + W��cĝ� − iĝ�h���+ Y�`ĝ� + e − ih��� + Y��eĝ� − iĝ�h���X ⇔ �r93a� − 2Wĝ�a� + W�ĝ��a� + 2Yĝ�a� + Y�ĝ��a�:= �rV3` − W�`ĝ� + c − ih��� + W��cĝ� − iĝ�h���+ Y�`ĝ� + e − ih��� + Y��eĝ� − iĝ�h���X ⇔ | = �rV3` − 3a� − W�ĝ�` − 2ĝ�a� + c − h��i� + W��ĝ�c − ĝ��a� − ĝ�h��i�+ Y�ĝ�` − 2ĝ�a� + e − h��i� + Y��ĝ�e − ĝ��a� − ĝ�h��i�X ⇔ | = �rV9` − a�: + I9` − a�: − W�c − d���? + I9` − a�: + Y�e − d���? −Wg�`̀̀̀−aaaa−Wcccc−dddd�+Yg�`̀̀̀−aaaa+Yeeee−dddd�  

 
Karena a� = �f�  atau a�r = f� r�r, maka berlaku 
 0 = a�rV9` − a�: + I9` − a�: − W�c − d���? + I9` − a�: + Y�e − d���? −Wg�`̀̀̀−aaaa−Wcccc−dddd�+Yg�`̀̀̀−aaaa+Yeeee−dddd�(3.0.24) 

 
Dengan mensubstitusi (3.0.22) dan (3.0.23) ke dalam (3.0.24), diperoleh 
 a�′9` − a�: = 0 ⇔ 9` − a�:′a� = 0. ∎ 

 
Proposisi 3.0.3. Residual �c − d���  tidak berkorelasi dengan estimasi tepi kiri d��  dan 
residual �e − d��� tidak berkorelasi dengan estimasi tepi kanan d��, yaitu 

 �c − d���rd�� = 0, (3.0.25) 

 �e − d���rd�� = 0. (3.0.26) 
 
Bukti. Dengan substitusi (3.0.21) ke (3.0.22) diperoleh 
 

 �c − d���ra� = 0 ⇔ �c − d���ra�ĝ� = 0. (3.0.27) 
 
Berdasarkan (3.0.14) diperoleh 
 

 �c − d���ri = 0 ⇔ �c − d���rih�� = 0. (3.0.28) 
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Dari (3.0.27) dan (3.0.28) diperoleh (3.0.25), yaitu 
 �c − d���r�a�ĝ� + ih��� = 0 ⇔ �c − d���rd�� = 0. 
 
Selanjutnya dengan substitusi (3.0.21) ke (3.0.23) diperoleh  
 

 �e − d���ra� = 0 ⇔ �e − d���ra�ĝ� = 0. (3.0.29) 
 
Berdasarkan (3.0.15) diperoleh 
 

 �e − d���ri = 0 ⇔ �e − d���rih�� = 0. (3.0.30) 
 
Dari (3.0.29) dan (3.0.30) diperoleh (3.0.26), yaitu 
 �e − d���r�a�ĝ� + ih��� = 0 ⇔ �e − d���rd�� = 0. ∎ 

 
Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka 

solusi iteratif model regresi fuzzy 
dengan variabel dependen fuzzy LR 

(persamaan (4.11) sampai dengan (4.15)) 
dapat disederhanakan menjadi

 
 f = 73 − Wg�92 − Wg�: + Yg�92 + Yg�:8[�9�r�:[i�r × 73` −W`̀̀̀g�++++cccc−iiiih�++++W2ccccg�−iiiig�h�++++Y`̀̀̀g�++++eeee−iiiih�++++Y2eeeeg�−iiiig�h� 

 (3.0.31) g� = W[�9fr�r�f:[�7W9fr�rc − fr�rih�: − 9fr�r` − fr�r�f:8 = W[�9fr�r�f:[�7Wfr�r9c − ih�: − ar9` − a:8 = 9fr�r�f:[�fr�r9c − ih�: (3.0.32) g� = 9fr�r�f:[�fr�r9e − ih�: (3.0.33) h� = 9lW:[�7Wi′9c − �fg�: − i′9` − �f:8  = 9lW:[�7Wi′9c − �fg�: − i′9` − a:8  = 9l:[�i′9c − �fg�: (3.0.34) h� = 9l:[�i′9e − �fg�: (3.0.35) 
Selanjutnya dapat dilihat bahwa 

pada kasus tepi kiri sama dengan tepi 
kanan (variabel dependen fuzzy 
simetris), yaitu c = e, g� = g� , h� = h� , 
dan W = Y maka dari persamaan (3.0.31) 

s.d. (3.0.35) diperoleh solusi kuadrat 
terkecil iteratif model variabel fuzzy 
simetris, yaitu persamaan (3.0.36) s.d. 
(3.0.38) (lihat [14] dan [17]) sebagai 
berikut. 

 � = 93 + 2W���:[�9�r�:[��r73` + 2W�9c� − i�U:8. (3.0.36) � = 9�r�r��:[��r�r9c − iU:.  (3.0.37) U = l[�ir9c − ���:.  (3.0.38) 
 

Oleh karena itu solusi pada sistem 
persamaan di atas merupakan 
generalisasi dari solusi model regresi 
fuzzy dengan variabel fuzzy simetris, 
jika tepi kiri sama dengan tepi kanan. 

Dengan demikian solusi tersebut juga 
merupakan generalisasi dari model 
regresi linear biasa, jika variabel 
dependen merupakan variabel fuzzy tipe 
LR. 
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4. Simpulan 

Berdasarkan pembahasan di atas 
dapat disimpulkan beberapa hal, seperti: 
(1) proporsi 3.0.1 (persamaan 3.0.13 s.d. 
3.0.15), proporsi 3.0.2, dan proporsi 
3.0.2 (persamaan 3.0.25 dan 3.0.26) 
merupakan sifat-sifat baik solusi kuadrat 

terkecil iteratif model regresi fuzzy 
dengan variabel dependen fuzzy tak 
simetris, (2) sifat baik tersebut juga 
merupakan sifat generalisasi pada solusi 
model regresi fuzzy simetris, dan (3) 
sifat ini berperan penting dalam 
membangun koefisien determinasi 
model. 
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