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Persamaan diferensial linear muncul dalam banyak model fenomena kehidupan
nyata. Persamaan diferensial linear orde dua memegang peranan penting dalam
masalah gerak, khususnya dalam masalah sistem pegas massa. Dalam dunia
otomotif dikenal double shockbreaker pada sepeda motor yang dapat dianalogikan
dengan sistem pegas yang disusun secara paralel dengan satu beban sehingga
didapat persamaan dari model matematika. Model matematikanya berupa
persamaan kasus pada keadaan setimbang dan kasus dengan gaya gesek sebagai
redaman. Masalah umumnya timbul adalah sulitnya menemukan solusi eksak
(analitik) dari model matematika sehingga diperlukan teknik perturbasi untuk
menyelesaikannya. Salah satu teknik perturbasi yang dapat digunakan adalah
metode Multiple Time Scale. Metode ini menghasilkan solusi sementara dan
aproksimasi yang mendekati solusi eksaknya, dapat dilihat dari plot solusi yang
akan dihasilkan metode ini hampir mirip dengan plot solusi persamaan yang
dihasilkan secara numerik oleh metode Runge Kutta Order Empat. Oleh karena
itu, dilakukan perbandingan keakuratan hasil antara plot solusi metode Multiple
Time Scale dengan metode Runge Kutta Order Empat.

Abstract

The linear differential equation appears in a number of real life phenomenon
models. The two-order linear differential equation holds an important line in
movement process, mainly in mass spring system. Within the automotive aspect it
is known as double shockbreaker in motorcycle which analogy be as a parallel-
mounted spring system with one load and therefore formed an equation of a
math model. The math model is in the form of case equation in a balanced state
and the case with friction as the damper. The most frequent main problem is that
is hard to find a scientific solution (analytic) from the math model so a
perturbation model is needed to solve it. One of the applicable perturbation
techniques is the Multiple Time Scale method. This method results in a temporary
solution and approximation which is similar to the scientific method, whereas it
could be seen that from the solution plot resulted by this method is similar with
the solution of equation resulted from Fourth Order Runge Kutta method.
Therefore, an accurancy comparison of the results is done between Multiple Time
Scale method with Fourth Order Rungge Kutta method solution plot.
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Pendahuluan

Banyak  fenomena-fenomena  yang
melahirkan model matematika, namun model
matematikanya mengandung laju perubahan,
sehingga diperlukan persamaan diferensial
sebagai  perhitungan  matematis untuk
memecahkan masalah-masalah tersebut
(Kusumah, 1989). Finizio dan Ladas (1988),
persamaan diferensial dapat dikelompokkan
dalam dua kelas besar yaitu persamaan
diferensial linear dan tak linear. Persamaan
diferensial linear muncul dalam fenomena
kehidupan nyata. Persamaan diferensial linear
orde dua memegang peranan penting dalam
masalah gerak, khususnya dalam masalah
sistem pegas massa.

Dalam dunia otomotif, kenyamanan
berkendaraan sangat dipengaruhi pegas yang
terdapat di dalam shockbreaker. Pada sepeda
motor ada yang menggunakan sistem mono
shockbreaker dan double shockbreaker. Sepeda
motor yang menggunakan sistem  mono
shockbreaker dapat dianalogikan dengan sistem
satu pegas dan satu beban, sedangkan sistem
double shockbreaker pada sepeda motor dapat
dianalogikan dengan sistem dua pegas yang
disusun secara paralel dengan satu beban
(Pauliza, 2008: 140). Dalam penelitian ini yang
akan dibahas adalah persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker dimana
persamaannya diketahui dari model
matematika.

Persamaan  diferensial tak linear
khususnya yang mengandung suku-suku
gangguan (perturbasi) dapat diselesaikan
dengan menggunakan metode-metode
perturbasi. Salah satu metode perturbasi yang
dapat  digunakan untuk  menyelesaikan
persamaan diferensial tak linear adalah metode
Multiple Time Scale. Metode Multiple Time Scale
sangat baik untuk aproksimasi solusi persamaan
diferensial tak linear (Horsen & Brake, 2009:
401). Metode ini menghasilkan solusi sementara
dan aproksimasi yang mendekati solusi
eksaknya (Pakdemerli & Boyaci, 1999: 273).
Oleh karena suku-suku sekuler dalam
persamaan aproksimasi dapat dihilangkan
sehingga suku-suku yang menyebabkan tidak
terbatasnya solusi dapat dieliminir atau dibuang
(Waluya, 2009: 98). Jadi dapat disimpulkan
bahwa metode ini memberikan hasil yang
sangat akurat ketika parameter gangguannya
kecil.

Dari latar belakang tersebut, maka
penulis merumuskan beberapa permasalahan
yaitu bagaimana model matematika dari sistem
double  shockbreaker —pada sepeda  motor,
bagaimana solusi persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker pada
sepeda motor dengan menggunakan metode
Multiple Time Scale, bagaimana aplikasi program
Maple untuk visualisasi solusi persamaan
diferensial tak linear dari sistem double
shockbreaker pada sepeda motor.

Sejalan dengan rumusan masalah,
tujuan penulisan ini adalah untuk mengetahui
model matematika dari  sistem  double
shockbreaker pada sepeda motor, mengetahui
solusi persamaan diferensial tak linear dari
sistem double shockbreaker pada sepeda motor
dengan menggunakan metode Multiple Time
Scale, mengetahui aplikasi program Maple untuk
visualisasi solusi persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker pada
sepeda motor dengan menggunakan metode
Multiple Time Scale.

Model Matematika
Kasus pertama vyaitu gaya pemulih

F diasumsikan tidak mendapat gaya luar,
mana gaya yang bekerja pada massa m
hanya gaya pegas. Gaya pegas ini bergantung
pada elastisitas pegas dan dinyatakan secara
linear oleh posisi massa terhadap posisi
setimbang. Hubungan ini didekati secara linear
yang dikenal dengan Hukum Hooke yaitu
F=-ky, jadi untuk persamaan pada sistem
double shockbreaker atau dianalogikan sebagai
sistem dua pegas yang disusun secara paralel
dengan satu beban seperti gambar di bawah ini

b

ke

Gambear 1. Double shockbreaker merupakan analogi

dari susunan paralel pegas

Persamaannya
berikut,

F=—k +k;).y (D
dimana K adalah konstanta pegas dan

Y. adalah posisi massa terhadap posisi
setimbang. Tanda minus menunjukkan bahwa

dinyatakan  sebagai
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arah gaya pemulih berlawana dengan arah
simpangannya. Kecepatan sesaat massa tersebut
adalah

dv_ddv d'y

dt drdt dt

Sedangkan percepatan sesaat dari massa

tersebut adalah

dv ddv d*y

dt  dr dt A4

Dengan menggunakan Hukum Hooke
dan Newton kedua, persamaan gerak untuk
massa ™ dengan mengabaikan gaya gesekan
adalah
m.a=—(k, +k,).y

dy_

& om. =—lk, +k ). ¥
mdfl (1 _)J’

d‘?f+(k1 +k;).y=0

o m.

d*y (k +k,
v k), o @
dt” m

—

Sedangkan kasus kedua gaya gesek yang
terjadi pada massa yang merupakan suatu
redaman diperhitungkan. Dimana besarnya

gaya gesek sebanding dengan kecepatan,
sehingga
F =—bv=—2m;/ﬁ (5)
gesek dt

dengan :2i = frekuensi redaman.
m

Pada pegas yang dipengaruhi gaya-gaya
yang bekerja sesuai dengan Hukum Newron
Kedua, sehingga

ZF:m.a

ok +k, )y —2m,v% =ma
t

dy d*y
=k +k)y-2my—=m—
_( L +ky )y dt dr
ok +k)y+ 2m}f@ + md‘%‘ =0
o dt dt”

d‘}‘ Z‘Vﬁ + (kl +k2 )J' =0 (6)
m

<:> oy | + i .
dt” dt

Jadi model matematika untuk kasus
sistem double shockbreaker dengan redaman
adalah

2., ;
d } +2yﬁ+7(k1+k3)y:0
dt” dt m
Metode Multiple Time Scale

Metode Multiple Time Scale adalah salah
satu metode perturbasi yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial tak linear
yang mengandung suku-suku  perturbasi
(gangguan). Metode Multiple Time Scale
memberikan solusi bagaimana menghilangkan
suku-suku tersebut, sehingga dapat
menghasilkan solusi yang tidak menjauh dari
solusi eksaknya (Waluya, 2009: 98). Langkah-
langkah dalam menyelesaikan persamaan
diferensial tak linear dengan metode Multiple
Time Scale adalah

1. Mengasumsikan solusi persamaan
dalam sebuah perlnasan 1 dalam bentuk deret
pangkat dalam vaitu
PN T Y vage ST Lot
b l!1"{2,)_JD({I"{E)—F EJ’I('!I’IE)—F & J'2(£1’£2)+

2. Mencari turunan pertama dan kedua
dari solusi tersebut kemudian
mensubstitusikannya dalam persamaan
diferensial tak linear yang akan diselesaikan,
sampai didavatkan suku-suku sejenis dalam
order

3. Menyelesaikan permasalahan order
& dan didapatkan solusi aproksimasi dari
persamaan diferensial.

Kasus nertama.

¥+ 79 =0,3(0)=1 2 (0)=0 (7
t
dimana
;«:—U{1 +k3), 0<y<<l
m

Asumsikan solusi persamaan (7) ditulis
dalam bentuk deret pangkat dalam
yaitu: .
vty )= yolg. 0y )+ &0 (4.6 )+

(&)

= N G :]+---

Dengan [} =01 =& dan

®
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Dengan demikian diperoleh persamaan

dv v, cvg ¢y
il W il SN Sk TE
dt & ét, éty
, &V
il (10)
ot
dly 8y a8ty
=T 42r—2 4
dt, ar’ &x, B,
, 8y a8ty 8ty
e —2 +e—1+2e7
oty )’ ct,ct,
8%y
Pt SN VY,

(12)

dari persamaan (12) diperoleh

2

O(gﬂ) adalah {Sﬁ };0

ot

"‘?’J”GJZO

¥
g v,

ot,0t,

oy,
=
a® N

1

0le') adatan

Dari kondisi awal masalah (7) maka
untuk order O(SU) menjadi

o2
G Yy

+7¥, =0

O[:E:': &Erf
Yo=1"2—( unmk £ =z, =0
&t

(13)

Solusi masalah dalam persamaan (13)
dapat diberikan dengan

Jv':-[rl Iy J= Ag(r:)sjn [.J;rl].p

B:-IZIJJ':UE‘[_\.EQ J

(14)
Dimana Ag(fg) dan B, (fg)adalah
sembarang fungsi dalam Z, yang memenuhi
kondisi

4,(0)=0dan B,(0)=1.

maka }’o(fpfz)zcos(\/%)l
Masalah dalam order O[_EIJJ diberikan
dengan

i -

oy
J +?J"1=_2,\ :‘;.
&t ct,ct,

ols!) (15)
}'1(UJ=1=E= 0,untuk #, =, =0

=
cry

Dengan mensubstitusikan persamaan
(14) ke persamaan (15) diperoleh

o JF 4

T Ly 24 ()7 cosl7a)-
F\r - X 3

=]
2B, (6, hf7sim 74 )=0  (16)

Solusi umum masalah pada persamaan
(16) adalah

wle.t,) =4, )sin [u'l?rl |+

B, [:rJ J coi[ﬁrl | + el *‘15' lia.‘J J = B_:,' (rl l\.'r; f |}

S
CUS‘[_\J%1 |_ sin {@1 L‘I:,' (rz H\I’r;ﬁ |} (1 _"I')

Untuk menghilangkan suku-suku
sekuler pada persamaan (17) maka harus
dipunyai

] ] r
Ty EIJJ_ B, (&, J = 01
(18)

¥ =
f 4y (5,)=0 J
Sehingga solusi persamaan (15) adalah

:"'[J.Il: 2 :l i 005{._\4'{:'_’ g} ]

Jadi solusi Multiple Time Scale untuk
kasus pertama, persamaan (7) adalah

y[ﬁa sr:I = cosl'__\,l{;.if r_]+ 5c05[_ﬁr_]+... .

Plot solusi
pegas tanpa gaya luar

al-L:
* 4y =0,9(0)=L2(0)=0
¥"+ 7y =0.2(0) 'dr“

aproksimasi persamaan

dengan menggunakan metode Multiple
Time Scale dengan £=01  dan =004
diberikan pada Gambar 2.
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Plot Solusi Persamaan Kasus pada Keadaan
Setimbang dengan
Metode Multiple Time Scale

vy

Wultiple Tirme Scale

Gambar 2. Plot solusi aproksimasi persamaan
kasus 1,
a‘l"
v+ ry=0v0)=1,==(0)=0
Y+ v=0.50)=12 0

dengan metode Multiple Time Scale

Dari Gambar 2, dapat dilihat bahwa
untuk nilai ¢  yang semakin besar, solusinya
akan menghasilkan nilai yang periodik dengan
simpangan tetap yaitu 1. Hal ini disebabkan
karena suku sekuler yang terbentuk di dalam
perhitungan dihilangkan dengan menggunakan
metode Multiple Time Scale.

Kasus kedua, dipunyai persamaan

(19)
Ekivalen dari persamaan (19) yaitu
dy . dv  (khtk)

gy NS e g

Tdt” dt m
ki + K,

Padakasusgetaranteredam

dimisalkan sebagai & , maka 5
Y +2esy+ay =0, }'[D)=1=%[0]=0 (20)
f

Asumsikan solusi persamaan (4.19)
ditulis dalam deret pangkat dalam &
yaitu:

ya.6)=yola.0)+ o (8.0 )+
(21)

fl}'; [r1=f1 .

Dengan f; =1.f; =& dan
d & &
i b (22
dar & o,
dengan demikian diperoleh persamaan
dy oy oy ey , &y
=yt ly A T L (23)
dar & &t, &t &ty
diy &'y 8’y i N
=—l2+2e P4t 0
dt, 8" o, Ct, 3,
a°y . 85y 1 8y
E——42e' —+&—+__ (20
8t dr, o, at,”

dengan mensubstitusikan persamaan
(21), (23) dan (24) ke persamaan (20) diperoleh

( 81}-3 Vo 81}'3 8%y, 1
| —L+ay, |+8 2= L+2s—Ltay, |+
\ 8" )\ ener &t e, )
1I:c: ¥ &y !
el 242l 4254
| 8¢.° t, &, ot
! :I:EIL' & )
2s—Liay, |+ —L+2s =L |+..=0 (25)
ol o ) | ar,° ér, |

dari perseiméan (25) diperoleh
fooy 8 2 v
Ols®) adalah —= +aty; =0

ch

P— a3 o 81«'
Ols') adalah 2 -2 + =22 +25 2 4 oy, =0
R CICt, agl‘ ciy
Dari kondisi awal masalah (20) maka
untuk order Ol¢°) menjadi

ole®) o (26)
vo=1—"=0mmmk £, =1, =0
&t

Solusi masalah dalam persamaan (26)
dapat diberikan dengan

volt.2y)= Ay (e, )sin [,\.'E r1:]+

By(t)eoslar) @)

dimana 42, dan B, (t,)
adalah sembarang fungsi dalam ¢, yang
memenuhi kondisi 4,(0)=0dan B,(0)=1.

Maka solusi persamaan (26) menjadi

Yo I:fl . J = J‘i:]l:r: ] sin [JE 4 ,]+
B, [t:)cos(ﬁ f J (28)
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Masalah dalam order

~2 a2
c },1+m1:—2 ¢ Vg I P
( At or, ot ot
O[\El o't 5 3=1 1 (29)
¥,(0)=1 =L =0 untuk 7, =¢, =0
on

Dengan mensubstitusikan persamaan
(27) ke persamaan (29) diperoleh

ik /0 oy, + 24, (1, )eos|fae, N — 2B,'(1,)
&t ' ’

sin [JE:I}JE +25.A4,(¢,)cos [«JE rla}\fE—
25B,(t, Jsinlat, Wa =0 (30)

Solusi umum masalah pada persamaan
(30) adalah

wln.ty)= 4(z,)sin ["J'E I ,.|+ By (2, JCUSUE h ,.|+
()5 4) B0 (s N -

5Bz, ]'\E g :]I:as; [«E f J+
sin o, ) (4, (e Wer, + 5 4, (e, Waey ) BD)

Untuk menghilangkan suku-suku
sekuler pada persamaan (31) maka harus
dipunyai

AR ASEEY | (32)

Ay (8))8 +5 4, (2, )8,

Jo

Dari kondisi awal pada persamaan (29)
diperoleh

1 ;
4(0)=—=5 dan B/(0)=1

i

maka solusi persamaan (29) adalah
wlt.t)= %sinw& rl_\:|+f305[_~.-/a 1'1_]—5 I COE{_\E 31_]

Jadi solusi Multiple Time scale untuk
kasus kedua, persamaan (20) adalah

Me, &) =codufa t)+
-
&

L N ; 2 . \I-\u
sinl\/ax ’:.-|+COE{JE t)-steodfar)|.
T

Plot solusi aproksimasi persamaan
pegas dengan gaya gesek sebagai bentuk

redaman Y +2esy +ay=0,

dy

v(0)=1.2(0)=0

#0)=1.2 (0

dengan  £=01 dan  s=a=004
menggunakan metode Multiple 1ime Scale
diberikan pada Gambar 3.

Plot Solusi Persamaan Kasus Teredam dengan
Metode Multiple Time Scale

13“ﬂ

AN
AU

Multiple Time Scale

Gambar 3. Plot solusi aproksimasi
persamaan kasus 2,

¥ +2esy +ay=0, }-[0)=1=%(0J= s
1

dengan metode Multiple Time Scale

Dari Gambar 3, dapat dilihat bahwa
untuk nilai ¥  yang semakin besar, solusinya
akan menghasilkan nilai yang periodik dengan
simpangan semakin kecil. Hal ini disebabkan
karena suku sekuler yang terbentuk di dalam
perhitungan dihilangkan dengan menggunakan
metode Multiple Time Scale.

PERBANDINGAN PLOT SOLUSI

Metode Runge-Kutta merupakan
metode popular untuk memecahkan masalah
nilai awal untuk suatu sistem persamaan
diferensial biasa berikut

v =flxylasx<bya)=y, 33)
dengan panjang langkah h yang
diberikan melalui selang [a= ,{;] sehingga

berturut-turut menghasilkan aproksimasi ¥
menuju V1 (Waziri et al., 2010: 51). Tabel
langkah perhitungan metode Runge Kutta Order
Empat (Lihat Dolu & Tatong, 2011).
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Perbandingan plot solusi aproksimasi
menggunakan metode Multiple Time Scale dan
metode Runge Kutta Order 4 dari persamaan
kasus pertama

av
"4y =0,100)=1.2(0)=0
¥"+ 7y =0,¥(0) 'd:“

dengan =01 dan =004
diberikan pada Gambar 4.
Plot Solusi Persamaan Kasus pada Keadaan
Setimbang dengan
Metode Multiple Time Scale dan metode Runge

Kutta Order 4
1 n
U.S:
U- T T§T T T T T
P 1 i | 1
- 1
0.5 ’

Solusi Multiple Time,
o Runge Kutta Order 4

Gambar 4. Perbandingan plot solusi persamaan
kasus 1,

av
"+ y=0.v(0)=1 % (0)=0
¥"+ yy=0. (0} 'd:“

dengan £=01 dan }=004

Perbandingan plot solusi aproksimasi
menggunakan metode Multiple Time Scale dan
metode Runge Kutta order 4 dari persamaan
kasus dengan gaya gesek sebagai bentuk redaman

v
V' +2esy +ay=0.v0)=1 ? (0)=0
f
dengan £=01 dan y=004
diberikan pada Gambar 5.
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Plot Solusi Persamaan Pegas Teredam dengan
Metode Multiple Time Scale dan metode Runge

Kutta Order 4
1
05 ﬂ
0 T A f
a3 1
1
0.5

Multiple Tirme Scale
a Runge Kutta Order 4

Gambar 5. Perbandingan plot solusi persamaan

kasus 2,
¥ +2esy +ay=0,30)=1 @ (0)=0
dt
dengan £=0,1 dan s=a=0,04
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