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Persamaan diferensial linear muncul dalam banyak model fenomena kehidupannyata. Persamaan diferensial linear orde dua memegang peranan penting dalammasalah gerak, khususnya dalam masalah sistem pegas massa. Dalam duniaotomotif dikenal double shockbreaker pada sepeda motor yang dapat dianalogikandengan sistem pegas yang disusun secara paralel dengan satu beban sehinggadidapat persamaan dari model matematika. Model matematikanya berupapersamaan kasus pada keadaan setimbang dan kasus dengan gaya gesek sebagairedaman. Masalah umumnya timbul adalah sulitnya menemukan solusi eksak(analitik) dari model matematika sehingga diperlukan teknik perturbasi untukmenyelesaikannya. Salah satu teknik perturbasi yang dapat digunakan adalahmetode Multiple Time Scale. Metode ini menghasilkan solusi sementara danaproksimasi yang mendekati solusi eksaknya, dapat dilihat dari plot solusi yangakan dihasilkan metode ini hampir mirip dengan plot solusi persamaan yangdihasilkan secara numerik oleh metode Runge Kutta Order Empat. Oleh karenaitu, dilakukan perbandingan keakuratan hasil antara plot solusi metode MultipleTime Scale dengan metode Runge Kutta Order Empat.
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The linear differential equation appears in a number of real life phenomenonmodels. The two-order linear differential equation holds an important line inmovement process, mainly in mass spring system. Within the automotive aspect itis known as double shockbreaker in motorcycle which analogy be as a parallel-mounted spring system with one load and therefore formed an equation of amath model. The math model is in the form of case equation in a balanced stateand the case with friction as the damper. The most frequent main problem is thatis hard to find a scientific solution (analytic) from the math model so aperturbation model is needed to solve it. One of the applicable perturbationtechniques is the Multiple Time Scale method. This method results in a temporarysolution and approximation which is similar to the scientific method, whereas itcould be seen that from the solution plot resulted by this method is similar withthe solution of equation resulted from Fourth Order Runge Kutta method.Therefore, an accurancy comparison of the results is done between Multiple TimeScale method with Fourth Order Rungge Kutta method solution plot.
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Pendahuluan
Banyak fenomena-fenomena yang

melahirkan model matematika, namun model
matematikanya mengandung laju perubahan,
sehingga diperlukan persamaan diferensial
sebagai perhitungan matematis untuk
memecahkan masalah-masalah tersebut
(Kusumah, 1989). Finizio dan Ladas (1988),
persamaan diferensial dapat dikelompokkan
dalam dua kelas besar yaitu persamaan
diferensial linear dan tak linear. Persamaan
diferensial linear muncul dalam fenomena
kehidupan nyata. Persamaan diferensial linear
orde dua memegang peranan penting dalam
masalah gerak, khususnya dalam masalah
sistem pegas massa.

Dalam dunia otomotif, kenyamanan
berkendaraan sangat dipengaruhi pegas yang
terdapat di dalam shockbreaker. Pada sepeda
motor ada yang menggunakan sistem mono
shockbreaker dan double shockbreaker. Sepeda
motor yang menggunakan sistem mono
shockbreaker dapat dianalogikan dengan sistem
satu pegas dan satu beban, sedangkan sistem
double shockbreaker pada sepeda motor dapat
dianalogikan dengan sistem dua pegas yang
disusun secara paralel dengan satu beban
(Pauliza, 2008: 140). Dalam penelitian ini yang
akan dibahas adalah persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker dimana
persamaannya diketahui dari model
matematika.

Persamaan diferensial tak linear
khususnya yang mengandung suku-suku
gangguan (perturbasi) dapat diselesaikan
dengan menggunakan metode-metode
perturbasi. Salah satu metode perturbasi yang
dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial tak linear adalah metode
Multiple Time Scale. Metode Multiple Time Scale
sangat baik untuk aproksimasi solusi persamaan
diferensial tak linear (Horsen & Brake, 2009:
401). Metode ini menghasilkan solusi sementara
dan aproksimasi yang mendekati solusi
eksaknya (Pakdemerli & Boyaci, 1999: 273).
Oleh karena suku-suku sekuler dalam
persamaan aproksimasi dapat dihilangkan
sehingga suku-suku yang menyebabkan tidak
terbatasnya solusi dapat dieliminir atau dibuang
(Waluya, 2009: 98). Jadi dapat disimpulkan
bahwa metode ini memberikan hasil yang
sangat akurat ketika parameter gangguannya
kecil.

Dari latar belakang tersebut, maka
penulis merumuskan beberapa permasalahan
yaitu bagaimana model matematika dari sistem
double shockbreaker pada sepeda motor,
bagaimana solusi persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker pada
sepeda motor dengan menggunakan metode
Multiple Time Scale, bagaimana aplikasi program
Maple untuk visualisasi solusi persamaan
diferensial tak linear dari sistem double
shockbreaker pada sepeda motor.

Sejalan dengan rumusan masalah,
tujuan penulisan ini adalah untuk mengetahui
model matematika dari sistem double
shockbreaker pada sepeda motor, mengetahui
solusi persamaan diferensial tak linear dari
sistem double shockbreaker pada sepeda motor
dengan menggunakan metode Multiple Time
Scale, mengetahui aplikasi program Maple untuk
visualisasi solusi persamaan diferensial tak
linear dari sistem double shockbreaker pada
sepeda motor dengan menggunakan metode
Multiple Time Scale.
Model Matematika

Kasus pertama yaitu gaya pemulih
diasumsikan tidak mendapat gaya luar,

maka gaya yang bekerja pada massa
hanya gaya pegas. Gaya pegas ini bergantung
pada elastisitas pegas dan dinyatakan secara
linear oleh posisi massa terhadap posisi
setimbang. Hubungan ini didekati secara linear
yang dikenal dengan Hukum Hooke,yaitu

, jadi untuk persamaan pada sistem
double shockbreaker atau dianalogikan sebagai
sistem dua pegas yang disusun secara paralel
dengan satu beban seperti gambar di bawah ini

Gambar 1. Double shockbreaker merupakan analogi
dari susunan paralel pegas

Persamaannya dinyatakan sebagai
berikut,

dimana adalah konstanta pegas dan
adalah posisi massa terhadap posisi

setimbang. Tanda minus menunjukkan bahwa
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arah gaya pemulih berlawana dengan arah
simpangannya. Kecepatan sesaat massa tersebut
adalah

Sedangkan percepatan sesaat dari massa
tersebut adalah

Dengan menggunakan Hukum Hooke
dan Newton kedua, persamaan gerak untuk
massa dengan mengabaikan gaya gesekan
adalah

Sedangkan kasus kedua gaya gesek yang
terjadi pada massa yang merupakan suatu
redaman diperhitungkan. Dimana besarnya
gaya gesek sebanding dengan kecepatan,
sehingga

Pada pegas yang dipengaruhi gaya-gaya
yang bekerja sesuai dengan Hukum Newton
Kedua, sehingga

Jadi model matematika untuk kasus
sistem double shockbreaker dengan redaman
adalah

.
Metode Multiple Time Scale

Metode Multiple Time Scale adalah salah
satu metode perturbasi yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial tak linear
yang mengandung suku-suku perturbasi
(gangguan). Metode Multiple Time Scale
memberikan solusi bagaimana menghilangkan
suku-suku tersebut, sehingga dapat
menghasilkan solusi yang tidak menjauh dari
solusi eksaknya (Waluya, 2009: 98). Langkah-
langkah dalam menyelesaikan persamaan
diferensial tak linear dengan metode Multiple
Time Scale adalah

1. Mengasumsikan solusi persamaan
dalam sebuah perluasan dalam bentuk deret
pangkat dalam yaitu

2. Mencari turunan pertama dan kedua
dari solusi tersebut kemudian
mensubstitusikannya dalam persamaan
diferensial tak linear yang akan diselesaikan,
sampai didapatkan suku-suku sejenis dalam
order .

3. Menyelesaikan permasalahan order
dan didapatkan solusi aproksimasi dari

persamaan diferensial.
Kasus pertama,

dimana

Asumsikan solusi persamaan (7) ditulis
dalam bentuk deret pangkat dalam
yaitu:

Dengan dan
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Dengan demikian diperoleh persamaan

Dengan mensubtitusikan persamaan (8)
dan (11) ke persamaan (7) diperoleh

dari persamaan (12) diperoleh

Dari kondisi awal masalah (7) maka
untuk order menjadi

Solusi masalah dalam persamaan (13)
dapat diberikan dengan

Dimana dan adalah
sembarang fungsi dalam yang memenuhi
kondisi

maka
Masalah dalam order diberikan

dengan

Dengan mensubstitusikan persamaan
(14) ke persamaan (15) diperoleh

Solusi umum masalah pada persamaan
(16) adalah

Untuk menghilangkan suku-suku
sekuler pada persamaan (17) maka harus
dipunyai

Sehingga solusi persamaan (15) adalah

Jadi solusi Multiple Time Scale untuk
kasus pertama, persamaan (7) adalah

Plot solusi aproksimasi persamaan
pegas tanpa gaya luar

dengan menggunakan metode Multiple
Time Scale dengan dan
diberikan pada Gambar 2.
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Plot Solusi Persamaan Kasus pada Keadaan
Setimbang dengan

Metode Multiple Time Scale

Gambar 2. Plot solusi aproksimasi persamaan
kasus 1,

dengan metode Multiple Time Scale
Dari Gambar 2, dapat dilihat bahwa

untuk nilai yang semakin besar, solusinya
akan menghasilkan nilai yang periodik dengan
simpangan tetap yaitu 1. Hal ini disebabkan
karena suku sekuler yang terbentuk di dalam
perhitungan dihilangkan dengan menggunakan
metode Multiple Time Scale.

Kasus kedua, dipunyai persamaan

Ekivalen dari persamaan (19) yaitu

Padakasusgetaranteredam
dimisalkan sebagai , maka

Asumsikan solusi persamaan (4.19)
ditulis dalam deret pangkat dalam
yaitu:

Dengan dan

dengan demikian diperoleh persamaan

dengan mensubstitusikan persamaan
(21), (23) dan (24) ke persamaan (20) diperoleh

dari persamaan (25) diperoleh

Dari kondisi awal masalah (20) maka
untuk order menjadi

Solusi masalah dalam persamaan (26)
dapat diberikan dengan

dimana
adalah sembarang fungsi dalam yang
memenuhi kondisi

Maka solusi persamaan (26) menjadi
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Masalah dalam order

Dengan mensubstitusikan persamaan
(27) ke persamaan (29) diperoleh

Solusi umum masalah pada persamaan
(30) adalah

Untuk menghilangkan suku-suku
sekuler pada persamaan (31) maka harus
dipunyai

Dari kondisi awal pada persamaan (29)
diperoleh

maka solusi persamaan (29) adalah

Jadi solusi Multiple Time scale untuk
kasus kedua, persamaan (20) adalah

Plot solusi aproksimasi persamaan
pegas dengan gaya gesek sebagai bentuk
redaman

dengan dan
menggunakan metode Multiple Time Scale
diberikan pada Gambar 3.
Plot Solusi Persamaan Kasus Teredam dengan

Metode Multiple Time Scale

Gambar 3. Plot solusi aproksimasi
persamaan kasus 2,

dengan metode Multiple Time Scale
Dari Gambar 3, dapat dilihat bahwa

untuk nilai yang semakin besar, solusinya
akan menghasilkan nilai yang periodik dengan
simpangan semakin kecil. Hal ini disebabkan
karena suku sekuler yang terbentuk di dalam
perhitungan dihilangkan dengan menggunakan
metode Multiple Time Scale.
PERBANDINGAN PLOT SOLUSI

Metode Runge-Kutta merupakan
metode popular untuk memecahkan masalah
nilai awal untuk suatu sistem persamaan
diferensial biasa berikut

dengan panjang langkah yang
diberikan melalui selang sehingga
berturut-turut menghasilkan aproksimasi
menuju (Waziri et al., 2010: 51). Tabel
langkah perhitungan metode Runge Kutta Order
Empat (Lihat Dolu & Tatong, 2011).
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Perbandingan plot solusi aproksimasi
menggunakan metode Multiple Time Scale dan
metode Runge Kutta Order 4 dari persamaan
kasus pertama

dengan dan
diberikan pada Gambar 4.

Plot Solusi Persamaan Kasus pada Keadaan
Setimbang dengan

Metode Multiple Time Scale dan metode Runge
Kutta Order 4

Gambar 4. Perbandingan plot solusi persamaan
kasus 1,

dengan dan

Perbandingan plot solusi aproksimasi
menggunakan metode Multiple Time Scale dan
metode Runge Kutta order 4 dari persamaan
kasus dengan gaya gesek sebagai bentuk redaman

dengan dan
diberikan pada Gambar 5.

Plot Solusi Persamaan Pegas Teredam dengan
Metode Multiple Time Scale dan metode Runge

Kutta Order 4

Gambar 5. Perbandingan plot solusi persamaan
kasus 2,

dengan dan
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