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Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui cara penurunan model matematika
sistem gerak pada rangkaian pegas gandeng dengan peredam dan gaya luar serta
mengetahui cara menentukan solusinya dengan transformasi laplace dan bantuan
software Maple. Metode penelitian yang digunakan adalah metode studi pustaka.
Dalam penelitian ini dapat disimpulkan: (1) Persamaan gerak yang bekerja pada
m, dan m, dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial order dua (2)
Langkah awal pencarian solusi persamaan geraknya menggunakan transformasi
laplace sehingga diperoleh nilai X(s) dan Y(s), (3) Selanjutnya, dengan bantuan
Maple diperoleh solusi dari persamaan gerak pegas yaitu x(t) dan y(f) yang
berturut-turut merupakan transformasi laplace invers dari X(s) dan Y(s).

Abstract

This study was caried out how to build mathematical models of forced dumped coupled
spring oscilation and find out the solution of the models that would be helped by laplace
transform and Maple software tools. Observational method that is utilized is studi's method
library. This study gets to be concluded: (1) Movement equation which worked to m, and
m, are shown by second order differential equation (2) The first step to find out solution of
movement equation used laplace transform until gets X(s) and Y(s) (3) After that, with
helped of Maple software tools the solution of movement equations are find out as x(t) and
y(t) those are the invers of laplace transform of X(s) and Y(s).
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Pendahuluan

Berbagai masalah dalam kehidupan
sehari-hari dapat lebih mudah dimengerti dengan
menggunakan pendekatan matematika. Salah
satu cabang dari matematika modern yang
penting dan mempunyai cakupan wilayah yang
luas adalah persamaan diferensial. Persamaan
diferensial adalah persamaan yang memiliki
fungsi-fungsi turunan yang tidak diketahui.
Menurut Finizio dan Ladas (1998), persamaan
diferensial dapat dikelompokkan menjadi dua
kelas besar yaitu persamaan diferensial linear
dan tak linear. Persamaan diferensial linear
muncul dalam banyak model dalam fenomena
kehidupan nyata, tetapi tidak jarang juga ditemui
permasalahan nyata yang dapat dimodelkan
dalam persamaan diferensial tak linear (Rahayu,
Sugiatno, dan Prihandono, 2012). Sebagai
contoh Hukum kedua Newton mengenai gerak
yang meliputi turunan (percepatan). Dengan
sendirinya, persamaan diferensial order dua
memegang peranan penting dalam masalah
gerak, khususnya sistem pegas massa. Pada
sistem gerak pegas massa, akan bekerja gaya
pemulih yang disebabkan gaya yang bekerja
pada massa di ujung pegas Persamaan
diferensial akan muncul dalam pemodelan
sistem gerak pegas massa tersebut(Susilo,
Yunianto, dan Variani,2012). Umumnya, untuk
menentukan solusi dari masalah tersebut
diperlukan suatu pemodelan matematika.

Menurut Kreyszig (1993) ada 3 tahapan
penyelesaian masalah, yakni: (1) pembentukan
Model vyaitu proses mengubah data dan
informasi yang ada ke dalam bentuk
matematika, (2) Penyelesaian adalah langkah
memperoleh solusi dari model matematika
dengan pemilihan dan penerapan metode
matematika yang sesuai dengan permasalahan
yang ada, dan (3) Interpretasi yaitu memahami
arti dan implikasi matematika dari masalah
semula.

Biasanya sistem pegas massa hanya
terdiri dari satu pegas dan satu massa yang
dirangkai dalam posisi horisontal atau vertikal.
Dalam penelitian ini akan dibahas pemodelan
sistem gerak pegas dua derajat kebebasan
dengan peredam dan gaya luar, serta solusi
persamaan yang telah dimodelkan
menggunakan transformasi laplace dan bantuan
software Maple. Maple sering digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial, karena
Maple mempunyai kemampuan
menyederhanakan persamaan diferensial
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sehingga solusi-solusi persamaan diferensial
dapat dipahami dengan baik (Tung, 2005).

Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan
adalah metode studi pustaka, yaitu melakukan
kajian pustaka dari berbagai sumber yang
berkaitan dengan permasalahan sehingga
didapat suatu ide mengenai bahan dasar
pengembangan upaya pemecahan masalah.
Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah  kajian pustaka. Kajian pustaka
merupakan penelaah sumber pustaka relevan
yang digunakan untuk mengumpulkan data
maupun informasi yang diperlukan dalam
penulisan ini. Kajian pustaka diawali dengan
pengumpulan sumber pustaka Yyaitu buku
referensi dan jurnal-jurnal. Definisi—definisi dan
teorema—teorema dalam referensi dikaji ulang,
kemudian dirumuskan dalam perumusan
masalah, selanjutnya dikaji dalam pembahasan.
Pada pemecahan masalah dilakukan langkah-
langkah sebagai berikut: (1) Memodelkan
sistem sistem gerak pada rangkaian pegas
gandeng dengan peredam dan gaya luar dengan
mengidentifikasi besaran-besaran yang terlibat
dalam sistem geraknya menggunakan hukum
pengendali yang ada, (2) Menyelesaikan atau
menentukan solusi dari persamaan sistem
osilasi pada rangkaian pegas gandeng dengan
peredam dan gaya luar yang sudah dimodelkan,
(3) Bagaimana aplikasi program Maple pada
penyelesaian sistem persamaan osilasi pada
rangkaian pegas gandeng dengan peredam dan
gaya luar.

Hasil Penelitian dan Pembahasan

mg
Fycosifot]

Gambar 1. Sistem Pegas Gandeng dengan Peredam
dan Gaya Luar
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I. Pemodelan Rangkaian Pegas Gandeng

dengan Peredam dan Gaya Luar

Dua buah pegas yang memiliki
konstanta pegas dan panjang yang sama
berturut-turut k dan | disusun seperti pada
gambar. Di kedua ujung pegas diberi beban
yang bermassa m sehingga pegas satu dan dua
mengalami pertambahan panjang berturut-turut
s, dan s,. Jika benda yang berada di ujung pegas
kedua ditarik ke bawah pada jarak tertentu
kemudian melepasnya maka benda akan
bergerak. Untuk memudahkan, dimisalkan gaya
luar yang berosilasi sebagai F; sin(wt)
Diasumsikan benda  bergerak  vertikal.
Ditentukan gerak sistem mekanis oleh m, dan
m, berturut-turut x(t) dan y(t). Untuk itu
ditinjau gaya-gaya yang bekerja pada masing-
masing benda akibat pergerakannnya. Gaya ini
akan mengarah pada suatu persamaan
diferensial dengan fungsi terhadap waktu.
Dipilih arah ke bawah sebagai arah positif.
Sebelumnya, ditinjau besaran-besaran yang
terlibat dalam sistem geraknya sebagai berikut:

Tulis k : konstanta pegas (kg/meter?)

s, : pertambahan panjang pegas oleh m,
(meter).

, : pertambahan panjang pegas oleh m,
(meter).

X(t) : pertambahan panjang pegas 1 dari posisi
setimbang (meter).

y(t) : pertambahan panjangpegas 2 dari posisi
setimbang (meter).

F, : nilai maksimum gaya luar yang dikenakan
pada benda (N).

w : frekuensi sudut (rad).

b, : konstanta redaman pegas 1 terhadap udara
(kg/s).

b, : konstanta redaman pegas 2 terhadap udara

(kg/s).

Gaya yang Bekerja pada diuraikan
menjadi dua vyaitu pada saat sistem dalam
keadaan setimbang dan dalam keadaan umum.
Pada saat sistem dalam keadaan setimbang,

gaya yang bekerja sama dengan nol.
Berdasarkan Hukum Newton Il diperoleh
persamaan berikut:

YF=0s —ksi+Hhs, =02 ks = ks, (1)

Berdasarkan  hukum  Newton I
diperoleh persamaan gerak yang bekerja pada
m,  dalam keadaan ~ umum  adalah

>F=ma

A _

& —ky (51 + X(1)) + ka (53 + y(8) = 2(0)) — by 22D _ g £COD

1 dt2
d(x(zj) a2 (x(£)
de 1 g2
d(x(t]) 2 (x(t))
1 dt?

o ks — kyox(t) + ks, kg, () —ky x(8) — by

ey x(t) — ky x(8) + &, y(£) — by ——

o ks +kys, —

a!(x(:]) dz(x(!:]]
de 1 e

& —(ky+ k)x(t) + ky y(8) — by ——

ERGO)
T gea

& my X'(0) + byx' m + (kg + b)) — Jey y(£) = 0
e mx" () +byx' (1) + 2kx(t) —k y(t) =0

d(x(tj)

sSm + (ky+ k)x(t) —k, y(£) =10

+by

& 1) +2x' () + Zx() — —y(£) = 0. @

Gaya yang Bekerja pada m, juga
diuraikan menjadi dua. Berdasarkan Hukum
Newton Il, pada saat sistem dalam keadaan
setimbang, diperoleh persamaan berikut:

Y2EF=0& —k5,+mg=0= k5, =m,g. (3)

Berdasarkan  hukum  Newton I
diperoleh persamaan gerak yang bekerja pada
m, dalam  keadaan = umum  adalah

YF=mya

diye))
dt

[l 01O))]
dt?
ERe0))
dt®

d(y(r]) . @)
5 + Fycoswt = m, e

& =k (s, +y(O) —x(t)) + myg — b, + Fycoswt =m;,

d(y(t])

= k8 — ky y(t) + ke x(8) +myg — by + Fycoswt = m,

= —ky8, +myg— ky y(O) + ky x(0) — by

d(y(tj) a2 (y(e)

= —k, v(t) + k, x(t) — b, +FRcoset = my—

2
m; L ggt)) +b; @ +k, y(£) — ky x(t) = Fy coswt
Yo+ bz y(e+- V[t) e 1(1’) = 7coswt. “
Il. Penentuan Solusi Rangkaian Pegas

Gandeng dengan Peredam dan Gaya Luar
Solusi rangkaian pegas gandeng dengan
peredam dan gaya luar dapat ditentukan dari
persamaaan (2) dan (4) menggunakan
transformasi Laplace. Ditentukan L{x(t)}=X(s),
L{y(t}=Y(s) dan nilai awal X(0)=0, X' (0)=0
(O)—O dan Y' (0)=0. Transformasi laplace
{x [t)+ By +Exn— Ly }= o0
(E)L{x”(t)}-f—ﬁ{bl ’(t)}+£{ 1(3)} { v(t)}:o
@L{x”(t)}-%— L{l (t)}+ L{x(t)}——ﬂ[v(t)}—c
& {s7X(s) — sX(0) — X' (0)} + 2 {sX(s) — X(O)} + Zx(s) - Z¥(s) = 0
& {s2X(s) — 5.0 — 0} + 2{sX(s) — 0} + 2 x()— Zv(s) = 0

(E)(Ser%SJrZ;k)X(S)—iY(S):O. (5)
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Sedangkan transformasi laplace untuk
persamaan 4 sebagai berikut:

L{y”(r) + %y'(t) + %y(r) = %7«:([) } = L{%cos mr}

o L{v”(t)}+£{%y’ (t)} +£{£y(t)} —L{i x(t)} - L{:T:cos mt}

© 2" O+ 2Ly (0} + £ tly(©0) - £ £{x(D} = 2 tlcos wt)

& {s2¥(s) - s¥(0) — ¥'(0)} +fn—2{sY(s) —¥(0)} +% ¥(s) f%m) = m—(;rfmg
S 279 — 5.0 - 0+ 2{s¥(9) — 0} + 2v(9) ~ L x(9) - B2
o (s2+ 25+ 5) () —ix(s):ﬁ. ko)
dari persamaan (5) dan (6) diperoleh:
kFyw?
X(s) = Z dan (7)
m2 (52 +w?) I(SZ +%s+ Z—r:) (52 +b—r:s+%)—(%)2} (
b zk
Fyw?|s®+2s+—
Y(s) = ° ) (8)

mis? +w?) [(sz +b—n::s+2—n":) (5'2 +%s+%)—(%) 2}.

I11. Solusi Rangkaian Pegas Gandeng dengan

Peredam dan Gaya Luar

Untuk memperoleh solusi rangkaian
pegas gandeng dengan peredam dan gaya luar,
dapat dilakukan dengan cara mencari invers
transformasi laplace dari nilai X(s) dan Y(s)
dalam persamaan (7) dan (8). Dengan bantuan
software Maple, diperoleh invers transformasi
laplacenya berturut-turut sebagai berikut:

x(t) ={Fukm{(k2 — bybye? + whm? — 3mke?) sinwt)

+
_a=Rooe0f (__sémi+(mby+mby)-23+{bydy+3km ) 22 +(b k+2kby)_5+k7)

1
4m?_o? + 3_aimby + 6_amk + 3by_aim + 2k _abs + ik + 2kb;

o™ [wbm* + wi(—bybym?_a? + 10k*m? — 2k_abym?® — Zkmby % — 4kmb,®
—k_a'blmz‘ + blzbzz 4 3km3_a® — blma_dxa —mz_aczblz —mg‘_crzbgz
—bym?_ad) + J’rlz[[—_r:rzmZ —6mk +b,% + bf]m“ +k_al{b +2b)) +
+k2(2_abym +5_abym + 3byby) + (by?(_ab; +k) + (=3k? + (—mk

£28% 4 3bsby + 1y %) a¥)m 4 250 (by__a + 2K))K)) + (mbyw? + byma?

—byk — 2byk) caswt} w}}/(aﬂm" — 2kby2mes® + k2b e 4+ wOmihyt —
—6kwbm? — 6k wim + 4k2 b w? + 11k w*m? + 2k2bybyw? — 4kmby w?

+5,%b, 0t 4k + wSmibyt) dan (

r

A(t) =4 Fyar (2k% — Tmk2w® + b 2kl + 5miatk — wbm® — b Pmw?) sinwt
¥ ] 1 !

L

+aw?

_a=Root0f (_ztm?+(mby+mby 1 23 +(bybyt3km ) _z? +(byjk+2kby)_s+ik?)
\

1
4m?_a® + 3_a’mby + 6_amk +3by_a’m + 2by_aby + bk + 2kb,

(e~ (=5mk* + wH(—8k2 by m + m_alh 2hy% — 4kmi_alh,’ — 4km_ab,
By? + 7km _a? +__ab by® — 4kbybym®_a® — km_abyb,® — 4kbym®_a®
+bym? _a?by® + 2kby 2y — 3by Pk2m + mby_a?by? + 6_abykZm? —O_ab,
kZm? —kmz_azblz + lﬂ:imz) + wimt (2&' +_cr2m + blicr} + mz[(_cr3

byby +_ abiby® —Skm_aby +_a®mby® + _a?mby’ — Skm®_a? +_aby®
+m?_a®b, + 2km_ab, + 2kby? + 2kb,? — 11kZm)ewt + k2_ad(by + 4b,))
H((—2mk + 5bybz + by +4bg%)_aPm 4k (b e+ 2K) + B (_aby +

ENRD 4+ K3 (_abym +4by + 10_abym))} + (—byk? — 4bsk? + 4kmbya? —

wim®hy —bgb]_zwzjms wt /{{uam‘t - qu:blzwlcu4 +k2‘b1_2w2‘ + wf
m?by? — Gkewdm® — 6&%2; T4 w? + 11wt m? + 2k by by w® — 4K
mb;zaﬂ + blzbzzaﬁ +xt ¢ wémz‘bgz).
Simpulan
Dari uraian di atas, dapat disimpulkan

bahwa persamaan gerak yang bekerja pada m;
dan m, berturut-turut adalah:

(11)

(10

x"'(8) + 2 x'(6) + Zx(t) - Zy(£) = 0 dan

y'(t) + %y’(r) + iy(t) — ix(t) = Fycoswt. (12)
dari

Sedangkan solusi sistem gerak

pegas disini, dicari dengan menggunakan
transformasi laplace dari persamaan (11) dan
(12), sehingga diperoleh:
X(s) = = ~dan (13)

m(sz+m2]I{sz+%s+HR:](sz+b—r:s+%)—(%) }

Fy m2(52+£s+ Z—RJ

Y(s) = S = (14)

m(52+w2][(sz+b—r;'s+%)(sz +%s+%)—(%) }

Langkah terakhir untuk menemukan
solusi persamaan vyaitu x(t) dan y(t) yang

berturut-turut merupakan invers transformasi
laplace dari X(s) dan Y(s) dengan bantuan
software Maple sebagai berikut:
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x(t) :{ Fpkao{(k2 — bybya? + wPm? — 3mka?) sin wt}
+f
L_a:nm.-:cf [_stmimbytmb,) 538 (b, by +3km)_5? + bk 2kby) s Hk?)

1
4m?_a® + 3_a’mby + 6_amk + 3by_a’m +2by_aby + bk + 2kby

(™" {wfm* + w?(—bybym®_a® + 10k%m? — 2k_abym? — 2kmb, * — 4kmb,*
—k_r:rb1m! + .blz.bz2 + 3kmP_a® — bnng_ag . mz_azbj_z - mz_ﬂzbzl
—bym?_a®) +m? ({*_ﬂfzm2 —6mk+ b7 + bgz)w'} el (b +2b)) +
+E} (2 abym + 5_abym + 3byb) + (b 7(_aby + k) 4 (—3K% 4 (-mk
28,7 + 3B by + by Y)_atym 4 25,0 (by_a + 2K))k}} + (mbye® + Bymaw?

A
-k —Ebgk]coswt}m>>-/ (wfm? — 2kb12‘mw4 + kz.blzmE +a.|5‘|'r12.bl2 =

4

—6keSm® — 63 wlm + 4k 2B 0l + 11kZw*m? + 2k%hy by w? — 4kmbyw?

+h bt + K + wfmiin?) dan (15)

r

y(£) = <F0m%2k3 — TmkZw? +b12km2 + 5miwtk — wbm? — blzmm") sin wt

L

2

w® + Z
_a=Root0f (__s*mP+imby+mby ) 3 +(b bat3iem)_z? +(byk+2kby)_s+k?)

1
4m?_a? 4+ 3_aimby +6_amk + 3by_aim + 2by_ab; + bk + 2kb,

(o™ (—=3mk* + w*(—8k by m + m_alhyZhy? — 4km?_a®hy® — dkm_aby
ba? + ThAm® _a? + _aby byt — 4kbybym®_a® — km_abiby’ — 4kbam®_a®
+iym?_afby? + 2kby by? — 30 % kEm 4 mby_a?by® + 6_aby k*m? — 9 aby
K2m? — kmz_azblz + l?ksmz) + w"’m*(Zk +_rx2m + bl_a::] + mz‘(Lcr?‘
by bz +_n‘b1b22‘ — Skm_aby +_cr2mbzz‘ +_4z2mb12‘ —S5km?_a® +_rrb13
+m?_athy + 2km_aby + 2kby® + 2k, % — 11K m)e® + k2 _a(by +4B,))
+((—2mk + 5byby + by " +4b,°)_alm+4by (by_a+2k) + b 2(_aby +
kDK + &3 (_abym + 4by + 10_abym))} + (—byk? — 4b k% + 4kmby® —
wim?by — b\zblzwz)cos wt}l (wim® — 2kb_12mw" + kzblzwz +owf

J
m?by? — 6kabm? — 6k3wim F 4k 70! + 11k2w*m? + 2k2 b bye® — 4k

mbplat 4 byt et + k% + wbminh), (16)
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