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Diabetes mellitus merupakan penyakit degenerative yang disebabkan oleh
hypokinetic (berkurangnya aktivitas fisik) dan merupakan penyebab kematian
nomor enam dari seluruh kematian pada semua kelompok umur. Diabetes
mellitus adalah penyakit gangguan metabolik menahun yang lebih dikenal
dengan pembunuh manusia secara diam-diam atau “Silent killer”. Diabetes juga
dikenal sebagai “Mother of Disease” karena merupakan induk atau ibu dari
penyakit-penyakit lainnya seperti hipertensi, penyakit jantung dan pembuluh
darah, stroke, gagal ginjal, dan kebutaan. Dalam tulisan ini akan dikaji model
matematika untuk penyakit degenerative diabetes mellitus tanpa faktor genetik
dengan pengaruh perawatan. Dalam artikel ini model yang digunakan untuk
pendekatan dalam kasus ini berbentuk SEIl,. Analisa yang dilakukan meliputi
penentuan titik ekuilibrium model dan analisa terkait kestabilan di sekitar titik
ekuilibrium. Simulasi diberikan berdasarkan nilai-nilai parameter yang terkait
dalam model matematika yang menggambarkan kondisi pada setiap kelas
subpopulasi. Diharapkan hasil yang diperoleh dapat memberikan gambaran
tentang adanya pengaruh perawatan terhadap individu penderita diabetes tanpa
faktor genetik.

Abstract

Diabetes mellitus is a degenerative disease caused by hypokinetic (reduced
physical activity) and is the sixth leading cause of death of all deaths in all age
groups. Diabetes mellitus is a chronic metabolic disorder, better known by secret
human assassins or "silent killer". Diabetes is also known as the "Mother of
Disease" because it is the mother or the mother of other diseases such as
hypertension, heart and blood vessel disease, stroke, kidney failure, and blindness.
In this paper will be studied mathematical models for degenerative diabetes
mellitus disease without genetic factors with the influence of treatment. In this
article, the model used for the approach in this case is in form of SEIIT. Analysis
which was conducted includes the determination of the equilibrium point of the
model and the associated stability analysis around the equilibrium point.
Simulation is given based on the values of the parameters involved in the
mathematical models that describe the conditions at each grade subpopulations.
It is expected that the results obtained can give an idea of the effect of treatment
on diabetic individuals without genetic factors.
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Pendahuluan

Diabetes mellitus (DM) adalah penyakit
yang berhubungan dengan metabolisme karbohidrat
teratur, dan pra-diabetes mellitus (PD) adalah DM
ringan yang disebabkan oleh sekresi insulin teratur,
glucagons dan epinefrin (Choi & Kang., 2009).
Diabetes mempengaruhi orang dari segala macam
kondisi  sosial-ekonomi  (Islam., 2011). Survei
Kesehatan Inggris 1993 yang dilakukan oleh Kantor
Sensus Penduduk dan Survei menemukan bahwa
dalam sampel 16.569 orang dewasa berumur 16
tahun atau lebih, prevalensi diabetes sendiri
dilaporkan adalah 3% pada pria dan 2% Pada wanita
(BDA [6]) (Boutayeb et al., 2006).

Diabetes diklasifikasikan menjadi dua
kategori utama: Typel diabetes, onset remaja dan
insulin-dependent, dan diabetes type2, onset dewasa
dan insulin-independen (Makroglou et al., 2005).
Diabetes Tipe | (insulin-dependent diabetes) adalah
adalah sebuah kondisi tubuh dimana tubuh tidak
mampu untuk menghasilkan insulinsendiri sehingga
diperlukan injeksi insulin dari luar. Diabetes Tipe Il
(insulin-independen diabetes) terjadi karena adanya
gangguan pengiriman gula ke sel tubuh akibat
produksi pankreas yang tidak mencukupi atau sel
lemak dan otot tubuh menjadi retensi terhadap
insulin. Selain itu, dikenal pula Gestasional Diabetes
merupakan komplikasi diabetes pada saat kehamilan
yang dapat mengakibatkan cacat pada bayi
khususnya pada jantung dan tulang belakang.

Perilaku kesehatan individu dipengaruhi
oleh lingkungan sosial, ekonomi, budaya, dan
fisiknya. Partisipasi pasien sangat penting dalam
pengelolaan diabetes (Young & Unachukwu., 2012).

Modifikasi gaya hidup merupakan bagian dari
manajemen penderita diabetes (Patil., 2007).
Manajemen gaya hidup diabetes melibatkan

penurunan berat badan pada pasien obesitas dan
perubahan dalam kebiasaan diet. Dalam meta-
analisis, kemungkinan memiliki depresi dua kali lipat
pada pasien diabetes dibandingkan dengan mereka
yang tidak (Young & Unachukwu., 2012). Dalam
Riaz (2009) disebutkan diabetes dapat menyebabkan
konsekuensi jangka pendek dan jangka panjang yang
parah mulai dari kerusakan otak, amputasi dan
penyakit jantung (ADA, 2007). Faktor risiko utama
untuk Diabetes Mellitus meliputi variabel modifikasi
seperti Body Mass Index (BMI), aktivitas fisik, diet,
dan variabel non-dimodifikasi seperti usia, riwayat
keluarga DM (Roy et al., 2012).

Di era globalisasi, perhatian diberikan untuk
berkonsentrasi untuk membangun model matematis
untuk pasien diabetes (Islam., 2011). Pemodelan
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Matematika dan biosimulation prediktif telah
menemukan aplikasi dalam studi berbagai macam
penyakit (Kansal., 2004). Dalam kasus ini dilakukan
perawatan terhadap penderita penyakit diabetes
mellitus. Sehingga diperoleh model matematika
SEIll; pada penyakit diabetes mellitus tanpa faktor
genetik dengan perawatan pada penderita penyakit
diabetes mellitus. Individu normal (belum terkena
diabetes) dimasukkan dalam kelas Susceptible
(populasi rentan), individu yang memiliki kebiasaan
buruk, penurunan hormon insulin dan peningkatan
glukosa darah dimasukkan dalam kelas Exposed
(populasi laten) dan kelas ILL (populasi sakit) akan
digolongkan menjadi dua kelas yaitu kelas ILL yang
mendapatkan perawatan (I;) dan kelas ILL yang
tidak mendapat perawatan ().

Berdasarkan permasalahan yang telah
dijelaskan, maka tujuan dari penelitian ini adalah
(1) Membentuk model matematika penyebaran
penyakit diabetes mellitus tanpa faktor genetik
dengan perawatan. (2) Mengetahui analisis model
penyebaran penyakit diabetes mellitus tanpa faktor
genetik dengan perawatan. (3) Mengetahui simulasi
model matematika penyebaran penyakit diabetes
mellitus tanpa faktor genetik dengan perawatan.

Hasil Penelitian dan Pembahasan

Asumsi-asumsi  yang digunakan untuk
membentuk model matematika sebagai berikut.
Recruitment masuk kelas S (Susceptible) dengan laju
konstan. Laju kematian alami setiap kompartemen
sama. Terjadi kematian akibat penyakit baik
penderita mendapatkan perawatan ataupun tidak.
Individu yang telah sakit tidak dapat disembuhkan.
Individu yang mempunyai kebiasaan buruk, obesitas,
dan mengalami penurunan jumlah hormon insulin
masuk kelas E (Exposed). Faktor genetik diabaikan.
Individu yang telah sakit dan tidak mendapatkan
perawatan masuk kelas | (ILL). Individu yang telah
sakit dan mendapatkan perawatan masuk kelas I;
(ILL with Treatment). Dengan adanya perawatan
akan memperpanjang usia hidup penderita.

Berdasarkan asumsi tersebut dibentuk
model yang sesuai adalah model SEIl.. Untuk
memperoleh model yang sesuai diberikan diagram
transfer seperti pada Gambar 1.

(p 4800

(1—ay)E

(.r-‘+ 51}1

Gambar 1. Diagram Transfer Model Matematika
Penyakit Diabetes tanpa Faktor Genetik dengan
Perawatan.
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Nilai-nilai S(t), E(t), I(t), dan 1.(t) masing-
masing menyatakan jumlah individu yang rentan,
laten, sakit, dan sakit dengan perawatan saat t.
Dengan para meter-parameter positif yang digunakan
yaitu A menyatakan laju recruitment pada populasi,
U menyatakan laju kematian alami tiap
kompartemen, 8 menyatakan laju kontak invektif
individu yang rentan terhadap individu yang laten,
@Y menyatakan laju perpindahan individu laten
terhadap  individu sakit tanpa  perawatan,
(1 — a@y)menyatakan laju perpindahan individu laten
terhadap individu sakit dengan adanya perawatan,
61 menyatakan laju kematian akibat penyakit tanpa
perawatan, 8, menyatakan laju kematian akibat
penyakit dengan adanya perawatan.

Berdasarkan Gambar 1 diperoleh model
matematika yang berupa sistem  persamaan
differensial biasa yang memuat variabel S, E, I, I,
dan N. N(t) menyatakan jumlah populasi pada saat t.
Sehingga sistem persamaan differensial dari Gambar
1 adalah:

ds

L = 4— s - psE,

d—E=ﬁSE—,uE—E,

‘”—ayE 1+ 8,1,
dlr

_—(1 ay)E — (u+ 8)Ir,
N=S+E+1+I;.

(1)

Analisa Model o

Dari sistem (1) diperolehq; =4 —#N =61 =&l
Karena N=S+E+I+I; makaz=5-%-%

Jadi diperoleh sistem yang lebih sederhana yaitu

W= A—uN - 8,1 - 8,1y,

dt
dE
S =B -E—I1-I;)E—pE-E, )
ﬂ_ ayE — (u+ 81,
dIT

— = (@ —ap)E— (u+8)Ir.

Titik kesetimbangan diperoleh dengan cara
mengubah setiap persamaan pada sistem persamaan
(2) sama dengan nol. Diperoleh 2 titik ekuilibrium
yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan tak bebas
penyakit. Dari persamaan pertama pada sistem (2)
diperoleh v = =227 Saat 1=0,dan 1,=0 diperoleh titik
ekuilibrium N=§ untuk populasi bebas penyakit dan

untuk 1>0,dan 1:>0 nilai¥ <§ karena  untuk
t = ®perlaku N® - Neg <7
Jadi diperoleh pembatasan domain

={w.ELm eRr*o<E LI <N<%dengan Rs*
menyatakan himpunan bagian non negatif dari R*.
Dan teorema yang berkaitan dengan eksistensi titik
ekuilibrium model pada penyakit diabetes mellitus
disebutkan pada Teorema 1.
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Teorema 1
Dipunyai o=
Dari persamaan (2) dan berdasarkan nilai R, tersebut
diperoleh:

1. JikaRy, < 1maka sistem persamaan (2) hanya
mempunyai satu titik kesetimbangan bebas penyakit

Py=(N,ELI;) = (5,0,0,0).

BA
u(1+p)’

2. JikaR, > 1maka sistem persamaan (2)
mempunyai dua titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit fo = . E. 1.1t = (5,0.0,0).
Dan titik kesetimbangan endemik tak bebas penyakit
yaitu Py = (N E* I 117)

- (1~ Sz -l e, - ) i)
Bukti:

Titik kesetimbangan diperoleh dengan membuat
setiap persamaan pada sistem persamaan (2) sama
dengan nol.

Diperoleh sistem (3)

A—uN —6,1—68,1; =0,
B(N—E—1—1;)E—uE—E =0,
ayE — (u+ 6,)] = 0,dan
(I —ap)E - (u+6)Iy =0.

(3)

Titik ekulibrium bebas penyakit adalah suatu
keadaan dimana setiap individu tidak akan
menderita penyakit. Untuk mendapatkan titik bebas
penyakit maka dimisalkan E=0 sehingga diperoleh
nilai 1=0 dan 1.=0. Kemudian substitusikan 1=0,
I.=0 dan E=0 ke persamaan 1 pada sistem (3)
diperoleh nilai1v=§

Jadi saat E=0 diperoleh titik ekuilibrium
bebas penyakit P, = (N,E LI;) = (‘;,o,o,o)‘

Untuk kasus Ez0 dlperolehE e Jelas E>0
apabila 2> 1.Misalkan ko = - jadi " =5~ 1!
Substitusikan £ =4[k, - 11ke persamaan!". Ir",danN",

Diperoleh nilaiI", Ir",dan N*adalah
= ayplRo-1l i _ Q-ap)ulro-1] dan
Blu+s,) ’ Bu+62)
« _ A Siay[Re—1]  83(1—ay)[Re—1]
u B(u+84) B(u+83)
Teorema 2

1. JikaRy < 1 maka titik kesetimbangan P, stabil
asimtotik lokal.

2. JikaR, > 1 maka titik kesetimbangan P, tidak
stabil dan titik kesetimbangan endemik P, stabil
asimtotik lokal.

Bukti:

Matriks jacobian untuk model matematika untuk
penyakit diabetes tanpa faktor genetik adalah:

ay ~(u+8) 0

—u 0 —6; 5,
e (/35 BN-E—1-I)—BE—(+w) —BE  —PE )
—(u+62)

0 (1-ay)
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Untukp, = (5,000) dan P = (V% E% 1 I dengan

_ ayu[Ro—1] x_ (1—ay)u[Ro—1] dan
Bu+sy) T Blu+sy)
«_ A &aylrRo-1] d 82(1-ay)[Ro—1]

[0 Bu+81) B(p+82)

Untuk kasus P,, diperoleh semua nilai eigen
negatif untukRo < ldan terdapat nilai eigen
yang positif apabilaR, > 1. Dengan kata lain
jika Ry <1 maka titik ekuilibrium P, stabil
asimtotik lokal dan jikaRr, > 1 maka titik P,
tidak stabil.

Untuk kasus P, diperoleh

A =—=(U+61) 2, =—(u+52),

~(uRo)- [(uro)2=4{u o+ 1) -+ 1)
3= 5 )
—(.UR(])"’J(HRG)Z—4(#RG(F1+1)—ﬂ(H+1))

2

dan 4, =

Jelas A1 Az, A3 dan A4 negatif untukR, > 1 .
Sehingga titik ekuilibrium P, stabil asimtotik
lokal.

Simulasi Model

Simulasi dilakukan dengan memberikan
nilai-nilai  untuk masing-masing parameter
sesuai dengan kondisi R, dengan teorema yang
telah diberikan di atas. Simulasi ini diberikan
untuk memberikan gambaran geometris dari
teorema eksistensi dan kestabilan dari titik-titik
ekuilibrium model ini.

Berdasarkan penjelasan makna-makna
parameter-parameter, nilai 4 menyatakan laju
kematian alami individu, §, menyatakan  laju
kematian karena penyakit  diabetes tanpa
perawatan, &, laju kematian karena penyakit
diabetes dengan adanya pengaruh
perawatan (treatment), @y menyatakan laju
perpindahan individu yang laten menjadi
[ sakit,  menyatakan laju kontak invektif
individu yang rentan dengan individu yang
laten. Jadi diasumsikan laju kematian individu
adalah 63 tahun, maka

4l
B = 0,00132. f =0,0009
artinya rata-rata ada 9 individu rentan yang
menjadi laten apabila ada 1000 individu yang
rentan yang melakukan kontak dengan individu
laten, diasumsikan laju perpindahan individu
yang laten menjadi sakit 20 tahun, laju
kematian karena penyakit diabetes 60 tahun,
laju kematian karena penyakit diabetes dengan
adanya pengaruh perawatan 62 tahun, sehingga
diperoleh

1
Ay =
Y 20X12
il
62X1

L —0.00139,

x12

=0004, &, =
60
= 0.00134.

2_

2
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Simulasi untuk R <1

Simulasi R <1 diberikan tabel untuk nilai-nilai
parameter, yaitu:

Tabel 1.Nilai-nilai parameter untuk R <1

Parameter Nilai Parameter Nilai
A 1 O 0.00134
u 0.00132 B 0.0009
0, 0.00139 0.004

Dari nilai-nilai parameter yang telah
diberikan, diperoleh nilai R0=0,68. Pada
teorema 1 disebutkan bahwa diperoleh 1 titik
kesetimbangan pada saat R <1, yaitu titik

Py=(N,ELI;) = (‘;‘,0,0,0).

Dan pada teorema 1 disebutkan bahwa P stabil
asimtotik lokal.

Dari Gambar 2, 3, 4, dan 5 secara
berturut-turut diperoleh N(t) — Zartinya dengan
bertambahnya waktu jumian Ingividu yang ada
pada populasi rentan akan menuju titik
ekuilibrium dari N(t), E(t) — 0 artinya dengan

bertambahnya waktu jumlah individu yang
masuk pada kelas E(t) akan hilang,
I(t) » 0 artinya jumlah individu yang masuk

kelas I(t) akan hilang, I7(t) — 0 artinya jumlah
individu yang masuk kelas 1(t) akan hilang.
Simulasi untuk R>1

Simulasi Ry>1 diberikan tabel untuk nilai-nilai
parameter, yaitu:

Tabel 2.Nilai-nilai parameter untuk R,>1

Dari nilai-nilai parameter yang telah diberikan,
diperoleh nilai R,=1,36. Pada teorema 2
disebutkan bahwa  diperoleh 2 titik
kesetimbangan pada saat R,>1, yaitu titik P,
tidak stabil dan P, stabil asimtotik lokal.

Nilai

Parameter Parameter Nilai

A 2 8, 0.00134
i 0.00132 B 0.0009
[ 0.00139 a 0.004

Untuk menggambarkan kondisi pada
kelas N(t), E(t), I(t), dan I(t) disajikan grafik
sebagai berikut.
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Gambar 9. Potret Fase 1(t) saat R>1

Dari gambar 6, 7, 8, dan 9 secara

berturut-turut masing-masing diperoleh
. 4 dalrRp-1] & (1-a)[ry—1]

L e e s
artinya dengan bertambahnya waktu jumlah
individu yang ada pada populasi rentan
akan menuju titik kesetimbangano ",
E(t) - E," =05 artinya jumlah individu
yang laten tidak akan pernah hilang karena
terjadi kontak infektif antara subpopulasi S(t)
dan E(t), I1(t) »1,"=08 artinya jumlah
individu yang sakit tidak akan pernah hilang
karena masih terdapat individu yang memiliki
kebiasaan buruk, I(t) —» Thy" =200 artinya
jumlah individu yang sakit dengan adanya
perawatan tidak akan pernah hilang karena
masih  terdapat individu yang memiliki
kebiasaan buruk.
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