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Abstrak 
___________________________________________________________________ 

Keberadaan hasil kali langsung tidak selalu ada dalam sebuah kategori. Pada kategori 
dari ruang vektor bersama dengan transfomarsi linear (operator linear) memiliki hasil 

kali langsung berhingga maupun tak-hingga; artinya kategori tersebut tertutup di bawah 
hasil kali langsung berhingga maupun tak-berhingga, tetapi dalam kategori ruang 

bernorma bersama dengan operator linear terbatasnya tidak memiliki hasil kali langsung 

tak-berhingga namun hanya memiliki hasil kali langsung berhingga saja; artinya 
kategori tersebut tertutup di bawah hasil kali langsung berhingga saja dan tidak untuk 

hasil kali langsung tak-hingga. Sebagai akibat keberadaan hasil kali langsung berhingga 

dari ruang bernorma adalah ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach jika dan hanya jika 𝐸1, … , 𝐸𝑛 

juga merupakan ruang banach.  
 

Abstract 
___________________________________________________________________ 

The existence of a direct product does not always exist in a category. In the category of vector 
spaces together with linear transformations (linear operators) have a finite or infinite direct 

product; meaning that the category is closed under either finite or infinite direct product, but in 
the normed space category together with finite linear operators it does not have infinite direct 
product but only has finite direct product; it means that the category is closed under finite direct 

product only and not for infinite direct product. As a result of the existence of a finite direct 

product of a normed space  ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  is a banach space if and only if 𝐸1, … , 𝐸𝑛 is also a banach 

spaces. 
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PENDAHULUAN 

Gagasan mengenai hasil kali langsung 

dari obyek-obyek dalam suatu kategori 

merupakan hal yang sangat fundamental 

terutama dalam mengkonstruksi obyek baru 

dalam kategori tersebut. Seperti contoh, hasil 

kali langsung dalam kategori grup abelian 

bersama dengan homomorfismanya 

merupakan grup abelian juga yang memiliki 

peranan penting dalam kajian grup berhingga. 

Kemudian hasil kali langsung dalam kategori 

modul atas suatu ring bersama dengan 

pemetaan linearnya juga memiliki peranan 

penting dalam mengeksplor keberadaan basis 

dari suatu modul bebas atas suatu ring, 

mengeksplor segala sifat-sifat terkait kelas dari 

modul seperti modul proyektif, modul injektif, 

modul flat dan lain-lain. Konsekuensi 

keberadaan hasil kali langsung dalam kategori 

modul atas satu ring mengakibatkan 

keberadaan hasil kali langsung dalam kategori 

ruang vektor atas suatu lapangan, khususnya 

lapangan bilangan real ℝ. Dalam tulisan ini, 

peneliti tertarik untuk melihat keberadaan hasil 

kali langsung dari suatu kelas ruang vektor atas 

lapangan bilangan real ℝ yaitu ruang bernorma 

serta akan memberikan beberapa hasilnya jika 

keberadaan hasil kali langsung dalam kelas dari 

ruang bernorma itu ada. 

Beberapa peneliti mengkonstruksi ruang 

bernorma baru yaitu dengan memodifikasi 

norma seperti apa yang dilakukan oleh Barnes, 

et al. (2018). Jika sebuah norma dalam ruang 

vektor E atas lapangan bilangan real ℝ adalah 

sebuah pemetaan ‖   ‖𝑬 ∶ 𝑬 ⟶ ℝ yang 

memenuhi sifat berikut: 

 

(N1). ‖𝒙‖𝑬 ≥ 𝟎 untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬. 

(N2). ‖𝒙‖𝑬 = 𝟎 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝜽 

dimana  𝜽 elemen nol pada 𝑬. 

(N3). ‖𝜶𝒙‖𝑬 = |𝜶|‖𝒙‖ untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬 

dan 𝜶 ∈ ℝ. 

(N4). ‖𝒙 + 𝒚‖𝑬 ≤ ‖𝒙‖𝑬 + ‖𝒚‖𝑬 untuk semua 

𝒙, 𝒚 ∈ 𝑬. 

maka mereka memodifikasi gagasan norma di 

atas menjadi seperti berikut: Jika 𝑼 adalah 

ruang vektor atas [𝟎, 𝟐] ⊂ ℝ , maka norma 

hasil kali (product-norm) adalah sebuah 

pemetaan ‖   ‖𝒑𝒏 ∶ 𝑬 ⟶ ℝ yang memenuhi sifat 

berikut: 

 

(PN1). ‖𝒙‖𝒑𝒏 ≥ 𝟎 untuk semua 𝒙 ∈ 𝑼. 

(PN2). ‖𝒙‖𝒑𝒏 = 𝟎 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝜽 

dimana 𝜽 elemen nol pada U. 

(PN3). ‖𝜶𝒙‖𝒑𝒏 = |𝜶|‖𝒙‖𝒑𝒏 untuk semua 𝒙 ∈

𝑼 dan 𝜶 ∈ [𝟎, 𝟐]. 

(PN4). ‖𝒙 + 𝒚‖𝒑𝒏 ≤ ‖𝒙‖𝒑𝒏 + ‖𝒚‖𝒑𝒏 untuk 

semua 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑼.  

Dalam paper tersebut tidak terlihat 

mengapa mereka menggunakan kata hasil kali 

(product) untuk mendefinisikan norma ‖  ‖𝒑𝒏 ∶

𝑬 ⟶ ℝ.  

Kemudian yang dilakukan Endou et al. 

(2007) meskipun dalam penelitiannya mengkaji 

tentang ruang hasil kali dari ruang bernorma 

real, di sana tidak ada gagasan mengenai 

norma dari hasil kali dari ruang bernorma real 

yang diperoleh dari hasil kali (langsung) pada 

ruang bernorma real. Pada Prugovecki (1971), 

telah didefinisikan sebuah hasil tambah 

langsung dari banyaknya terbilang tak-hingga 

dari ruang hasil kali dalam (yang juga 

merupakan ruang bernorma) yaitu sebagai 

berikut: Jika diberikan 𝑬𝟏, 𝑬𝟐, … adalah 

banyaknya terbilang tak-hingga dari ruang hasil 

kali dalam maka hasil tambah langsung (direct 

sum)nya yang dinotasikan dengan 

𝑬𝒌 = {(𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … ) ∶  𝒂𝒌 ∈ 𝑬𝒌 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝐬𝐞𝐭𝐢𝐚𝐩 𝒌}𝒌
⊕

 

merupakan ruang hasil kali dalam dimana hasil 

kali dalamnya didefinisikan dengan 
⟨(𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … )|(𝒃𝟏, 𝒃𝟐, … )⟩ = ∑ ⟨𝒂𝒌|𝒃𝒌⟩𝒌 . 

Kemudian hasil kali langsungpun juga meluas 

pada katgeori dari ruang bernorma fuzzi yang 

bisa ditemukan dalam Sabre (2015) dan juga 

pada ruang norma yang normanya 

dimodifikasi menjadi Hypo-q-Norms yang 

ditemukan oleh Dragomir (2017). Konstruksi 

tersebut secara kategorik sebenarnya adalah 

konstruksi hasil kali (langsung) dari banyaknya 

terbilang tak-hingga dari ruang hasil kali 

dalam, namun konstruksi tersebut belum 

diperiksa apakah memenuhi sifat universal atau 

tidak dari hasil kali langsung dalam kategori 

dari ruang hasil kali dalam.   Berbeda dengan 

yang dilakukan oleh peneliti-peneliti tersebut, 

dalam tulisan ini akan dikonstruksi sebuah 

norma yang diperoleh dari hasil kali (langsung) 

dari beberapa ruang bernorma kemudian akan 

dieksplor segala sifat-sifatnya. 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dengan mengacu pada Kreyszing (1978)  

dan Megginson (1998), pengertian ruang 
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bernorma dan operator linear terbatas akan 

diberikan yaitu sebagai berikut: 

 

Definisi 1.1.  

Diberikan E adalah sebuah ruang vektor atas 

lapangan bilangan real ℝ. Sebuah norma pada 

E adalah sebuah pemetaan ‖   ‖𝑬 ∶ 𝑬 ⟶ ℝ yang 

memenuhi sifat berikut: 

(N1). ‖𝒙‖𝑬 ≥ 𝟎 untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬. 

(N2). ‖𝒙‖𝑬 = 𝟎 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝜽 

dimana  𝜽 elemen nol pada 𝑬. 

(N3). ‖𝜶𝒙‖𝑬 = |𝜶|‖𝒙‖ untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬 

dan 𝜶 ∈ ℝ. 

(N4). ‖𝒙 + 𝒚‖𝑬 ≤ ‖𝒙‖𝑬 + ‖𝒚‖𝑬 untuk semua 

𝒙, 𝒚 ∈ 𝑬. 

Pasangan (𝑬, ‖   ‖𝑬) akan dinamakan dengan 

ruang bernorma. 

 

Contoh 1.2.  

(i) Ruang euclidean 𝑬𝒏 = {𝒙 = (𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏) ∶
 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏 ∈ ℝ} yang merupakan ruang 

vektor atas lapangan bilangan real ℝ 

bersama dengan norma ‖ ‖𝑬𝒏 yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

 

‖(𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏)‖𝑬𝒏 = (∑|𝒙𝒊|
𝟐

𝒏

𝒊=𝟏

)

𝟏
𝟐

 

 

adalah ruang bernorma. 

 

(ii) Ruang barisan bilangan real 𝓵𝒑 =
{𝒙 = 〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ ∶  ∑ |𝒙𝒏|𝒑 < ∞∞

𝒏=𝟏 } yang 

merupakan ruang vektor atas lapangan 

bilangan real ℝ bersama dengan norma 
‖   ‖𝒑 yang didefinisikan sebagai berikut: 

 

‖〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ‖𝒑 = (∑|𝒙𝒊|
𝒑

𝒏

𝒊=𝟏

)

𝟏
𝒑

 

 

adalah ruang bernorma. 

 

(iii) Ruang barisan bilangan real yang terbatas 

yaitu sebagai berikut: 

 

𝓵∞ = {𝒙 = 〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ ∶  ∃𝑴𝒙 > 𝟎, |𝒙𝒏|
≤ 𝑴𝒙 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝐬𝐞𝐦𝐮𝐚 𝒏
∈ ℕ} 

 

yang merupakan ruang vektor atas 

lapangan bilangan real ℝ bersama dengan 

norma ‖   ‖∞ yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

 
‖〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ‖∞ = 𝐬𝐮𝐩𝒏∈ℕ|𝒙𝒏| 

 

adalah ruang bernorma. 

 

(iv) Ruang fungsi kontinu bernilai real 

𝑪[𝒂, 𝒃] = {𝒇: [𝒂, 𝒃] ⟶ ℝ ∶ 𝒇 𝐤𝐨𝐧𝐭𝐢𝐧𝐮} 

yang merupakan ruang vektor atas 

lapangan bilangan real ℝ bersama dengan 

norma ‖   ‖𝐦𝐚𝐱 yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

 
‖𝒇‖𝐦𝐚𝐱 = 𝐦𝐚𝐱𝒙∈[𝒂,𝒃]|𝒇(𝒙)| 

 

adalah ruang bernorma. 

 

Selanjutnya akan diberikan sebuah gagasan 

kekonvergenan dan barisan cauchy pada ruang 

bernorma yang mengacu pada Debnath, 

Mikusinski (1990). 

 

Definisi 1.3. Diberikan (𝑬, ‖   ‖𝑬) adalah ruang 

bernorma dan 〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ adalah barisan dalam 

ruang norma tersebut. 

(i) Barisan 〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ dikatakan konvergen ke 

suatu elemen x dalam E jika  

 

∀𝜺 > 𝟎∃𝑵 ∈ ℕ yang memenuhi sifat 𝒏 ≥
𝑵 ⟹ ‖𝒙𝒏 − 𝒙‖𝑬 < 𝜺 

 

(ii) Barisan 〈𝒙𝒏〉𝒏∈ℕ dikatakan barisan cauchy 

jika  

 

∀𝜺 > 𝟎∃𝑵 ∈ ℕ yang memenuhi sifat 𝒎, 𝒏 ≥
𝑵 ⟹ ‖𝒙𝒎 − 𝒙𝒏‖𝑬 < 𝜺 

 

Definisi 1.4. Ruang bernorma (𝑬, ‖ ‖𝑬) 

dikatakan ruang banach atau ruang bernorma 

lengkap jika setiap barisan cauchy di dalam E 

konvergen ke sebuah di titik dalam E. 

 

Contoh 1.5. Ruang bernorma dalam Contoh 

1.2 semuanya adalah ruang banach. 

 

Contoh 1.6. Ruang fungsi kontinu bernilai real 

𝑪[𝒂, 𝒃] = {𝒇: [𝒂, 𝒃] ⟶ ℝ ∶ 𝒇 𝐤𝐨𝐧𝐭𝐢𝐧𝐮} yang 

merupakan ruang vektor atas lapangan 

bilangan real ℝ bersama dengan norma 
‖ ‖𝐦𝐚𝐱 yang didefinisikan sebagai berikut: 

 

‖𝒇‖ = (∫(𝒇(𝒕))
𝟐

𝒅𝒕

𝒃

𝒂

)

𝟏
𝟐
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adalah ruang bernorma tetapi bukan ruang 

banach. 

 

Definisi 1.7. Diberikan (𝑬, ‖ ‖𝑬) dan 
(𝑭, ‖ ‖𝑭) adalah dua buah ruang bernorma 

dan 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑭 adalah transformasi linear atau 

dengan istilah lain yaitu operator linear). 

 

(i) Operator linear 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑭 dikatakan 

terbatas jika  

 

∃𝑴 > 𝟎 yang sifatnya ‖𝑻(𝒙)‖𝑭 ≤ 𝑴‖𝒙‖𝑬 

untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬 

 

(ii) Operator linear 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑭 dikatakan 

kontinu di 𝒙𝟎 ∈ 𝑬 jika  

 

∀𝜺 > 𝟎∃𝜹 > 𝟎 yang sifatnya ‖𝒙 − 𝒙𝟎‖𝑬 <
𝜹 ⟹ ‖𝑻(𝒙) − 𝑻(𝒙𝟎)‖𝑭 < 𝜺 

 

Operator linear 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑭 dikatakan 

kontinu jika operator tersebut kontinu di setiap 

titik pada 𝑬. 

 

Teorema 1.8. Operator linear 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑭 adalah 

terbatas jika dan hanya jika operator linear 

tersebut adalah kontinu. 

 

Contoh 1.9. Jika E adalah ruang vektor atas 

lapangan bilangan real ℝ dari semua 

polinomial yang terdefinisi pada interval [𝟎, 𝟏] 
bersama dengan norma yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

 
‖𝒑‖𝑬 = 𝐦𝐚𝐱𝒙∈[𝟎,𝟏]|𝒑(𝒙)| 

 

maka pemetaan 𝑻: 𝑬 ⟶ 𝑬 yangdidefinisikan 

sebagai berikut: 

 

𝑻(𝒑) = 𝒑′(𝒙) 

 

untuk semua 𝒙 ∈ 𝑬 bukan operator linear 

terbatas.  

 

Selanjutnya akan diberikan pengertian 

gagasan sebuah kategori bersama dengan 

gagasan mengenai hasil kali langsung dalam 

suatu kategori yang merupakan dasar utama 

dalam tulisan ini untuk mengkonstruksi hasil 

kali langsung dari ruang bernorma. Gagasan 

mengenai teori kategori dari hasil kali langsung 

dalam sebuah kategori akan merujuk pada 

Hungerford (1974). 

 

Definisi 1.10. Sebuah kategori adalah kelas 𝓒 

dari obyek (dan notasikan dengan 𝑨, 𝑩, 𝑪, …) 

bersama dengan  

(i) Sebuah kelas dari himpunan yang saling 

disjoint yang dinotasikan dengan 

𝒉𝒐𝒎𝓒(𝑨, 𝑩) untuk setiap pasangan obyek 

(𝑨, 𝑩) dalam 𝓒. Sebuah elemen 𝒇 ∈
𝒉𝒐𝒎𝓒(𝑨, 𝑩) dikatakan dengan morfisma 

dari A ke B dan biasanya dinotasikan 

dengan 𝒇: 𝑨 ⟶ 𝑩. 

(ii) Untuk setiap tripel (𝑨, 𝑩, 𝑪) dalam 𝓒 

sebuah fungsi  

 

𝒉𝒐𝒎𝓒(𝑩, 𝑪) × 𝒉𝒐𝒎𝓒(𝑨, 𝑩)
⟶ 𝒉𝒐𝒎𝓒(𝑨, 𝑪) 

  

fungsi yang memetakan (𝒈: 𝑩 ⟶
𝑪, 𝒇: 𝑨 ⟶ 𝑩) ⟼ 𝒈 ∘ 𝒇: 𝑨 ⟶ 𝑪) dan 

memenuhi dua aksioma berikut: 

 

(I). Asosiativitas: Jika 𝒇: 𝑨 ⟶ 𝑩, 𝒈: 𝑩 ⟶
𝑪, 𝒉: 𝑪 ⟶ 𝑫 adalah morfisma dari 𝓒 

maka berlaku 𝒉 ∘ (𝒈 ∘ 𝒇) = (𝒉 ∘ 𝒈) ∘
𝒇. 

(II). Identitas. Untuk setiap obyek 𝑩 

dalam 𝓒 terdapat sebuah morfisma 

𝟏𝑩: 𝑩 ⟶ 𝑩 yang memenuhi sifat 

untuk setiap morfisma 𝒇: 𝑨 ⟶
𝑩, 𝒈: 𝑩 ⟶ 𝑪 berlaku 𝟏𝑩 ∘ 𝒇 = 𝒇 dan 

𝒈 ∘ 𝟏𝑩 = 𝒈. 

 

Contoh 1.11. Kelas dari semua ruang vektor 

atas lapangan bilangan real ℝ bersama dengan 

transformasi linear (operator linear) 

membentuk sebuah kategori dan akan 

dinamakan dengan kategori ruang vektor serta 

dinotasikan dengan 𝐕𝐞𝐜ℝ. 

 

Contoh 1.12. Kelas dari semua ruang 

bernorma bersama dengan operator linear 

terbatas membentuk sebuah kategori dan akan 

dinamakan dengan kategori ruang bernorma 

serta dinotasikan dengan 𝐍𝐨𝐫𝐦ℝ. Operator 

linear terbatas di antara ruang bernorma bisa 

dilihat Blackadar 2006 dan Kolmogorov 

(1997). 

 

Contoh 1.13. Kelas dari semua ruang banach 

bersama dengan operator linear terbatas 

membentuk sebuah kategori dan akan 

dinamakan dengan kategori ruang banach serta 

dinotasikan dengan 𝐁𝐚𝐧ℝ (Lyubinin, 2017;  

Barr, 1976). 

 

Selanjutnya akan diberikan sebuah 

gagasan mengenai keberadaan hasil kali 
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langsung dalam sebuah kategori 𝓒 melalui 

sebuah sifat dan katakan itu sebagai sifat 

universal dari hasil kali langsung. 

 

Definisi 1.14. Diberikan sebuah kategori 𝓒 dan 
{𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} adalah keluarga dari obyek dalam 

kategori 𝓒. Sebuah hasil kali langsung dari 

keluarga {𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} adalah sebuah obyek P 

dalam kategori 𝓒 bersama dengan keluarga 

morfisma {𝝅𝒊: 𝑷 ⟶ 𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} yang memenuhi 

sifat jika diberikan sembarang obyke B dalam 

kategori 𝓒 dan sembarang keluarga dari 

morfisma {𝝋𝒊: 𝑩 ⟶ 𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} maka terdapat 

secara tunggal morfisma 𝝋: 𝑩 ⟶ 𝑷 yang 

memenuhi sifat 𝝅𝒊  ∘ 𝝋 = 𝝋𝒊 untuk semua 𝒊 ∈
𝑰. 

 

Jika diberikan sebuah keluarga berindeks 

dari himpunan tak-kosong yaitu {𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} 

maka hasil kali langsung dari keluarga 

berindeks himpunan tersebut adalah sebagai 

berikut: 

 

∏ 𝑨𝒊 = {𝒇: 𝑰 ⟶ ⋃ 𝑨𝒊 ∶ 𝒇(𝒊) ∈ 𝑨𝒊 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝐬𝐞𝐭𝐢𝐚𝐩 𝒊

𝒊∈𝑰𝒊∈𝑰

∈ 𝑰} 

 

Jika 𝑰 = {𝟏, … , 𝒏} maka hasil kali langsung 

(eksternal) dari {𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} bisa dipandang 

sebagai himpunan 𝑨𝟏 × … × 𝑨𝒏 =
{(𝒂𝟏, … , 𝒂𝒏) ∶  𝒂𝒊 ∈ 𝑨𝒊, 𝒊 = 𝟏, … , 𝒏}. Jika 𝑰 = ℕ 

maka hasil kali langsung dari {𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰} bisa 

dipandang sebagai himpunan ∏ 𝑨𝒊 =∞
𝒊=𝟏

{(𝒂)𝒊=𝟏
∞ = (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … ) ∶  𝒂𝒊 ∈ 𝑨𝒊, 𝒊 ∈ ℕ}. 

 

Teorema 1.15. Jika diberikan {(𝑬𝒊, ‖ ‖𝑬𝒊
)}

𝒊∈𝑰
 

adalah keluarga berindeks dari ruang bernorma 

atas lapangan bilangan real ℝ, maka himpunan 

yang didefinisikan berikut: 

 

∏ 𝑬𝒊 = {𝒇: 𝑰 ⟶ ⋃ 𝑬𝒊 ∶ 𝒇(𝒊)

𝒊∈𝑰𝒊∈𝑰

∈ 𝑬𝒊 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝐬𝐞𝐭𝐢𝐚𝐩 𝒊

∈ 𝑰, 𝐬𝐮𝐩𝒊∈𝑰‖𝒇(𝒊)‖𝑬𝒊
< ∞} 

juga merupakan ruang bernorma dengan 

normanya didefinisikan sebagai berikut: 

 
‖𝒇‖∞ = 𝐬𝐮𝐩𝒊∈𝑰‖𝒇(𝒊)‖𝑬𝒊

 

 

untuk semua 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 .  

 

Bukti: 

Karena {(𝐸𝑖 , ‖ ‖𝐸𝑖
)}

𝑖∈𝐼
 merupakan ruang 

vektor atas lapangan bilangan real ℝ, jelas 

himpunan ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼  juga merupakan ruang vektor 

atas lapangan bilangan real ℝ juga.  

(N1). Ambil sembarang 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 . 

Jelas ‖𝑓‖∞ = sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
≥ 0. 

Jadi ‖𝑓‖∞ ≥ 0 untuk semua 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 . 

(N2). Jelas ‖𝑓‖∞ = sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
= 0 jika dan 

hanya jika ‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
= 0 untuk semua 𝑖 ∈

𝐼. 

Jelas ‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
= 0 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼 jika 

dan hanya jika 𝑓(𝑖) = 0 untuk semua 𝑖 ∈
𝐼. 

Jelas 𝑓(𝑖) = 0 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼 jika dan 

hanya jika 𝑓 = 𝜃 dimana 𝜃(𝑖) = 0 untuk 

semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Jadi ‖𝑓‖∞ = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 𝜃 

dimana 𝜃(𝑖) = 0 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

(N3). Ambil sembarang 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼  dan 𝛼 ∈ ℝ.  

Jelas ‖𝛼𝑓‖∞ = sup𝑖∈𝐼‖𝛼𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
=

|𝛼|sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
= |𝛼|‖𝑓‖∞. 

Jadi ‖𝛼𝑓‖∞ = |𝛼|‖𝑓‖∞ untuk semua 𝑓 ∈
∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼  dan 𝛼 ∈ ℝ. 

(N4). Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 .  

Jelas ‖𝑓 + 𝑔‖∞ = sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖) + 𝑔(𝑖)‖𝐸𝑖
 

     ≤
sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖

+ sup𝑖∈𝐼‖𝑔(𝑖)‖𝐸𝑖
  

     =
‖𝑓‖∞+‖𝑔‖∞. 

Jadi ‖𝑓 + 𝑔‖∞ ≤ ‖𝑓‖∞+‖𝑔‖∞ untuk 

semua 𝑓, 𝑔 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 . 

Dari (N1), (N2), (N3) dan (N4) diperoleh 
∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼  adalah ruang bernorma.  

 

Contoh 1.16. Jika 𝐼 = ℕ dan 𝐸𝑖 = ℝ untuk 

semua 𝑖 ∈ 𝐼 maka ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 = 𝓈∞ dimana 𝓈∞ 

bukan ruang bernorma, karena terdapat elemen 

dalam 𝓈∞ yaitu 𝑥 = (𝑛)𝑛∈ℕ dimana ‖𝑥‖∞ =
sup𝑛∈ℕ|𝑛| ≮ ∞. 

 

Teorema 1.17. Jika diberikan keluarga 

berindeks dari ruang bernorma atas lapangan 

bilangan real ℝ yaitu {(𝐸𝑖 , ‖ ‖𝐸𝑖
)}

𝑖∈𝐼
 maka 

pemetaan 𝜋𝑘: ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐸𝑘 yang didefinisikan 

dengan 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 adalah 

operator linear terbatas. 

 

Bukti: 

Secara aljabarik jelas pemetaan 𝜋𝑘: ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 ⟶
𝐸𝑘 yang didefinisikan dengan 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) 

adalah operator linear di antara ruang vektor 

yang bersifat surjektif untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼. 

Selanjutnya dibuktikan bahwa operator linear 

𝜋𝑘 adalah terbatas. 

Ambil sembarang 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼 . 
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Jelas 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼.  

Pilih 𝑀 = 1 > 0. 

Jelas ‖𝜋𝑘(𝑓)‖𝐸𝑘
= ‖𝑓(𝑘)‖𝐸𝑘

≤

1. sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
= 𝑀sup𝑖∈𝐼‖𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖

= 𝑀‖𝑓‖∞ 

untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼. 

Jadi terdapat 𝑀 > 0 yang sifatnya ‖𝜋𝑘(𝑓)‖𝐸𝑘
≤

𝑀‖𝑓‖∞ untuk semua 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐼  dan 𝑘 ∈ 𝐼. 

Jadi 𝜋𝑘 adalah operator linear terbatas yang 

bersifat surjektif untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼. 

 

Teorema 1.18. (Sifat Universal dari ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1 ). 

Jika diberikan keluarga berhingga dari ruang 

bernorma atas lapangan bilangan real ℝ yaitu 

{(𝐸1, ‖ ‖𝐸1
), … , (𝐸𝑛 , ‖ ‖𝐸𝑛

)} dan diberikan 

sembarang keluarga berhingga dari operator 

linear terbatas yaitu {𝑇1: 𝐹 ⟶ 𝐸1, … , 𝑇𝑛: 𝐹 ⟶
𝐸𝑛} maka terdapat secara tunggal operator 

linear terbatas 𝑇: 𝐹 ⟶ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  yang sifatnya 

𝜋𝑖𝑇 = 𝑇𝑖  untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}.    

 

Bukti: 

Dengan mengacu pada Hungerford (1974), 

ketika memandang ruang bernorma sebagai 

ruang vektor, maka jelas terdapat secara tunggal 

operator linear 𝑇: 𝐹 ⟶ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  yang sifatnya 

𝜋𝑖𝑇 = 𝑇𝑖  untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} yang 

didefinisikan dengan 𝑇(𝑥) = 𝑓𝑥 dimana 𝑓𝑥(𝑖) =
𝑇𝑖(𝑥) untuk semua 𝑥 ∈ 𝐹.  

Selanjutnya dibuktikan bahwa operator linear 

𝑇: 𝐹 ⟶ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  yang didefinisikan dengan 

𝑇(𝑥) = 𝑓𝑥 dimana 𝑓𝑥(𝑖) = 𝑇𝑖(𝑥) untuk semua 

𝑥 ∈ 𝐹 adalah terbatas. 

Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝐹. 

Jelas 𝑇(𝑥) = 𝑓𝑥 dimana 𝑓𝑥(𝑖) = 𝑇𝑖(𝑥). 
‖𝑇(𝑥)‖∞ = ‖𝑓𝑥‖∞  

 = sup𝑖=1
𝑛 ‖𝑓𝑥(𝑖)‖𝐸𝑖

 

 = sup𝑖=1
𝑛 ‖𝑇𝑖(𝑥)‖𝐸𝑖

 

 ≤  sup𝑖=1
𝑛 𝑀𝑖‖𝑥‖𝐹          (𝑇𝑖  terbatas 

karena ∃𝑀𝑖 > 0, ‖𝑇𝑖(𝑥)‖𝐸𝑖
≤

𝑀𝑖‖𝑥‖𝐹 , ∀𝑥 ∈ 𝐹)  

 = ‖𝑥‖𝐹 sup𝑖=1
𝑛 𝑀𝑖 

 = 𝑀‖𝑥‖𝐹        (pilih 𝑀 = sup𝑖=1
𝑛 𝑀𝑖)  

Jadi ∃𝑀 > 0, ‖𝑇(𝑥)‖∞ ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐹  untuk semua 

𝑥 ∈ 𝐹. 

Jadi 𝑇 adalah operator linear terbatas. 

 

Remark 1.19. Secara aljabarik bahwa kategori 

ruang vektor bersama dengan operator 

linearnya tertutup terhadap hasil kali langsung 

(baik berhingga maupun tak-berhingga) tetapi 

dari Contoh 1.16 menegaskan bahwa hasil kali 

langsung (dalam pengertian Teorema 1.15) tak-

hingga dari ruang bernorma bukanlah sebuah 

ruang bernorma, akibatnya dari Teorema 1.18 

jelas mengatakan bahwa kategori dari ruang 

bernorma bersama dengan operator linear 

terbatasnya tertutup di bawah hasil kali 

langsung berhingga. 

 

Teorema 1.20. Jika diberikan keluarga 

berhingga dari ruang bernorma atas lapangan 

bilangan real ℝ yaitu 

{(𝐸1, ‖ ‖𝐸1
), … , (𝐸𝑛 , ‖ ‖𝐸𝑛

)} maka 𝐸𝑖 adalah 

ruang banach untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} jika dan 

hanya jika ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach. 

 
Bukti: 

⟹) Diketahui 𝐸𝑖 adalah ruang banach untuk 

semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Dibuktikan ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach. 

Ambil sembarang barisan cauchy 〈𝑓𝑛〉𝑛∈ℕ 

dalam ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1 . 

Jelas ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖∞ < 𝜀 

 ⟹ sup𝑖=1
𝑛 ‖(𝑓𝑚 − 𝑓𝑛)(𝑖)‖𝐸𝑖

< 𝜀 

 ⟹ ‖(𝑓𝑚 − 𝑓𝑛)(𝑖)‖𝐸𝑖
≤ sup𝑖=1

𝑛 ‖(𝑓𝑚 −

𝑓𝑛)(𝑖)‖𝐸𝑖
< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈

{1, … , 𝑛}. 

⟹ ‖(𝑓𝑚 − 𝑓𝑛)(𝑖)‖𝐸𝑖
< 𝜀                                           

untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

⟹ ‖(𝑓𝑚(𝑖) − 𝑓𝑛(𝑖))‖
𝐸𝑖

< 𝜀                                      

untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} 

Jelas ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥

𝑁 ⟹ ‖(𝑓𝑚(𝑖) − 𝑓𝑛(𝑖))‖
𝐸𝑖

< 𝜀 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas 〈𝑓𝑛(𝑖)〉𝑛∈ℕ adalah barisan cauchy 

dalam 𝐸𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Karena 𝐸𝑖 adalah ruang banach, jelas 
〈𝑓𝑛(𝑖)〉𝑛∈ℕ konvergen 𝑎𝑖 ∈ 𝐸𝑖  untuk semua 

𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Karena 𝜋𝑖 adalah operator linear terbatas 

yang bersifat surjektif, jelas terdapat 𝑓 ∈
∏ 𝐸𝑖

𝑛
𝑖=1  yang sifatnya 𝑎𝑖 = 𝜋𝑖(𝑓) = 𝑓(𝑖) 

untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas barisan 〈𝑓𝑛(𝑖)〉𝑛∈ℕ konvergen ke 

𝑓(𝑖) ∈ 𝐸𝑖  untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas  ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥

𝑁 ⟹ ‖(𝑓𝑛(𝑖) − 𝑓(𝑖))‖
𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 

𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥

𝑁 ⟹ ‖(𝑓𝑛(𝑖) − 𝑓(𝑖))‖
𝐸𝑖

≤ sup𝑖=1
𝑛 ‖(𝑓𝑛(𝑖) −

𝑓(𝑖))‖
𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞ < 𝜀. 

Jelas barisan cauchy 〈𝑓𝑛〉𝑛∈ℕ dalam ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  

konvergen ke 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1 . 

Jadi ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach. 

 

⟸)  Diketahui ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach. 

Dibuktikan 𝐸𝑖 adalah ruang banach untuk 

semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 
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Ambil sembarang barisan cauchy 〈𝑥𝑛〉𝑛∈ℕ 

dalam 𝐸𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ ‖𝑥𝑖𝑚 − 𝑥𝑖𝑛‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈

{1, … , 𝑛}. 

Karena 𝜋𝑖 adalah operator linear terbatas 

yang bersifat surjektif, jelas terdapat 

𝑓𝑚, 𝑓𝑛 ∈ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  yang sifatnya 𝑥𝑖𝑚 =

𝜋𝑖(𝑓𝑚) = 𝑓𝑚(𝑖) dan 𝑥𝑖𝑛 = 𝜋𝑖(𝑓𝑛) = 𝑓𝑛(𝑖)  
untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ ‖𝑓𝑚(𝑖) − 𝑓𝑛(𝑖)‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 

𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}.  

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ sup𝑖=1

𝑛 ‖𝑓𝑚(𝑖) − 𝑓𝑛(𝑖)‖𝐸𝑖
< 𝜀. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑚, 𝑛 ≥
𝑁 ⟹ ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈

{1, … , 𝑛}. 

Jelas 〈𝑓𝑛〉𝑛∈ℕ adalah barisan cauchy dalam 
∏ 𝐸𝑖

𝑛
𝑖=1 .  

Karena ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  adalah ruang banach, jelas 

terdapat 𝑓 ∈ ∏ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1  yang sifatnya bahwa 

barisan 〈𝑓𝑛〉𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑓. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞ < 𝜀. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
sup𝑖=1

𝑛 ‖𝑓𝑛(𝑖) − 𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
< 𝜀. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
‖𝑓𝑛(𝑖) − 𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖

≤ sup𝑖=1
𝑛 ‖𝑓𝑛(𝑖) −

𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖
< 𝜀. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
‖𝑓𝑛(𝑖) − 𝑓(𝑖)‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈

{1, … , 𝑛}. 

Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
‖𝑥𝑖𝑛 − 𝑥𝑖‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

(dimana 𝑓(𝑖) = 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 untuk semua 𝑖 ∈
{1, … , 𝑛}). 
Jelas 𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ yang sifatnya 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹
‖𝑥𝑖𝑛 − 𝑥𝑖‖𝐸𝑖

< 𝜀 untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}.  

Jelas barisan cauchy 〈𝑥𝑛〉𝑛∈ℕ konvergen ke 

𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖  untuk semua 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}.   

Jadi 𝐸𝑖 adalah ruang banach untuk semua 

𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

 

KESIMPULAN 

Kesimpulan dari tulisan ini adalah ruang 

bernorma bersama dengan operator linear 

terbatasnya membentuk sebuah kategori yang 

dinotasikan dengan 𝐍𝐨𝐫𝐦ℝ. Kategori ruang 

bernorma bersama dengan operator linear 

tersebut tidak tertutup di bawah hasil kali tak-

hingga dan contohnya adalah jika 𝑰 = ℕ dan 

𝑬𝒊 = ℝ untuk semua 𝒊 ∈ 𝑰 maka ∏ 𝑬𝒊𝒊∈𝑰 = 𝓼∞ 

dimana 𝓼∞ bukan ruang bernorma, karena 

terdapat elemen dalam 𝓼∞ yaitu 𝒙 = (𝒏)𝒏∈ℕ 

dimana ‖𝒙‖∞ = 𝐬𝐮𝐩𝒏∈ℕ|𝒏| ≮ ∞, tetapi 

kategori tersebut tertutup di bawah hasil kali 

hingga yaitu jika diberikan keluarga berhingga 

dari ruang bernorma atas lapangan bilangan 

real ℝ yaitu {(𝑬𝟏, ‖ ‖𝑬𝟏
), … , (𝑬𝒏, ‖ ‖𝑬𝒏

)} dan 

diberikan sembarang keluarga berhingga dari 

operator linear terbatas yaitu {𝑻𝟏: 𝑭 ⟶
𝑬𝟏, … , 𝑻𝒏: 𝑭 ⟶ 𝑬𝒏} maka terdapat secara 

tunggal operator linear terbatas 𝑻: 𝑭 ⟶ ∏ 𝑬𝒊
𝒏
𝒊=𝟏  

yang sifatnya 𝝅𝒊𝑻 = 𝑻𝒊 untuk semua 𝒊 ∈
{𝟏, … , 𝒏}. Saran yang dapat dilakukan 

selanjutnya dalam penelitian ini menguji 

apakah keberadaan hasil kali langsung juga 

berlaku pada kategori ruang pre-Hilbert atau 

ruang Hilbert, Ponnusamy (2002). 
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