<?a::rs"‘l'au'on uﬁ"’s@

UIM 11(1) 2022

UNNES Journal of Mathematics I I '

http://journal.unnes.ac.id/sju/index.php/ujm ]
[

Keberadaan Hasil Kali Langsung dari Ruang Bernorma

Denik Agustito ™, Krida Singgih Kuncoro, Muhammad Irfan

Program Studi Pendidikan Matematika FKIP Universitas Sarjanawiyata Tamansiswa, Indonesia
J1. Batikan UH-3/1043 Yogyakarta, 55167

Info Artikel

Sejarah Artikel:

Diterima Maret 2022
Disetujui Mei 2022
Dipublikasikan Mei 2022

Keywords:
Banach, Norm, Operator,
Product

Abstrak

Keberadaan hasil kali langsung tidak selalu ada dalam sebuah kategori. Pada kategori
dari ruang vektor bersama dengan transfomarsi linear (operator linear) memiliki hasil
kali langsung berhingga maupun tak-hingga; artinya kategori tersebut tertutup di bawah
hasil kali langsung berhingga maupun tak-berhingga, tetapi dalam kategori ruang
bernorma bersama dengan operator linear terbatasnya tidak memiliki hasil kali langsung
tak-berhingga namun hanya memiliki hasil kali langsung berhingga saja; artinya
kategori tersebut tertutup di bawah hasil kali langsung berhingga saja dan tidak untuk
hasil kali langsung tak-hingga. Sebagai akibat keberadaan hasil kali langsung berhingga
dari ruang bernorma adalah []}-, E; adalah ruang banach jika dan hanya jika Ej, ..., E,
juga merupakan ruang banach.

Abstract

The existence of a direct product does not always exist in a category. In the category of vector
spaces together with linear transformations (linear operators) have a finite or infinite direct
product; meaning that the category is closed under either finite or infinite direct product, but in
the normed space category together with finite linear operators it does not have infinite direct
product but only has finite direct product, it means that the category is closed under finite direct
product only and not for infinite direct product. As a result of the existence of a finite direct
product of a normed space 17, E; is a banach space if and only if E,, ..., Ey, is also a banach
spaces.
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PENDAHULUAN

Gagasan mengenai hasil kali langsung
dari obyek-obyek dalam suatu kategori
merupakan hal yang sangat fundamental
terutama dalam mengkonstruksi obyek baru
dalam kategori tersebut. Seperti contoh, hasil
kali langsung dalam kategori grup abelian
bersama dengan homomorfismanya
merupakan grup abelian juga yang memiliki
peranan penting dalam kajian grup berhingga.
Kemudian hasil kali langsung dalam kategori
modul atas suatu ring bersama dengan
pemetaan linearnya juga memiliki peranan
penting dalam mengeksplor keberadaan basis
dari suatu modul bebas atas suatu ring,
mengeksplor segala sifat-sifat terkait kelas dari
modul seperti modul proyektif, modul injektif,
modul flat dan lain-lain. Konsekuensi
keberadaan hasil kali langsung dalam kategori
modul atas satu ring mengakibatkan
keberadaan hasil kali langsung dalam kategori
ruang vektor atas suatu lapangan, khususnya
lapangan bilangan real R. Dalam tulisan ini,
peneliti tertarik untuk melihat keberadaan hasil
kali langsung dari suatu kelas ruang vektor atas
lapangan bilangan real R yaitu ruang bernorma
serta akan memberikan beberapa hasilnya jika
keberadaan hasil kali langsung dalam kelas dari
ruang bernorma itu ada.

Beberapa peneliti mengkonstruksi ruang
bernorma baru yaitu dengan memodifikasi
norma seperti apa yang dilakukan oleh Barnes,
et al. (2018). Jika sebuah norma dalam ruang
vektor E atas lapangan bilangan real R adalah
sebuah  pemetaan || ||f: E— R yang
memenubhi sifat berikut:

(N1). ||x|lg = 0 untuk semua x € E.

(N2). |lx|lg = 0 jika dan hanya jika x =@
dimana 6 elemen nol pada E.

(N3). |lax|lg = |la|l|x|]| untuk semua x € E
dan a € R.

(N4).  llx+ yllg < llxllg + llyllg untuk semua
x,y €EE.

maka mereka memodifikasi gagasan norma di
atas menjadi seperti berikut: Jika U adalah
ruang vektor atas [0,2] c R , maka norma

hasil kali (product-norm) adalah sebuah
pemetaan || ||, : E — R yang memenuhi sifat
berikut:

(PN1). ||x|l,n = 0 untuk semua x € U.

(PN2). [[x|lpn = 0 jika dan hanya jika x = @
dimana 6 elemen nol pada U.
(PN3). |lax|l,, = |all[x]l,, untuk semua x €

U dan a € [0, 2].

(PN4). |Ix + yllpn < IXllpn + [I¥llpn ~ untuk
semua x,y € U.
Dalam paper tersebut tidak terlihat

mengapa mereka menggunakan kata hasil kali
(product) untuk mendefinisikan norma || ||, :
E — R.

Kemudian yang dilakukan Endou et al.
(2007) meskipun dalam penelitiannya mengkaji
tentang ruang hasil kali dari ruang bernorma
real, di sana tidak ada gagasan mengenai
norma dari hasil kali dari ruang bernorma real
yang diperoleh dari hasil kali (langsung) pada
ruang bernorma real. Pada Prugovecki (1971),
telah didefinisikan sebuah hasil tambah
langsung dari banyaknya terbilang tak-hingga
dari ruang hasil kali dalam (yang juga
merupakan ruang bernorma) yaitu sebagai
berikut: Jika diberikan Eq, E,,.. adalah
banyaknya terbilang tak-hingga dari ruang hasil
kali dalam maka hasil tambah langsung (direct
sum)nya yang dinotasikan dengan
EEE,( ={(aq,a,,..) : a, € E; untuk setiap k}
merupakan ruang hasil kali dalam dimana hasil
kali dalamnya didefinisikan dengan
((ay,az,..)[(by, by, ..)) = Yylay|by).
Kemudian hasil kali langsungpun juga meluas
pada katgeori dari ruang bernorma fuzzi yang
bisa ditemukan dalam Sabre (2015) dan juga
pada ruang norma yang normanya
dimodifikasi menjadi Hypo-g-Norms yang
ditemukan oleh Dragomir (2017). Konstruksi
tersebut secara kategorik sebenarnya adalah
konstruksi hasil kali (langsung) dari banyaknya
terbilang tak-hingga dari ruang hasil kali
dalam, namun konstruksi tersebut belum
diperiksa apakah memenuhi sifat universal atau
tidak dari hasil kali langsung dalam kategori
dari ruang hasil kali dalam. Berbeda dengan
yang dilakukan oleh peneliti-peneliti tersebut,
dalam tulisan ini akan dikonstruksi sebuah
norma yang diperoleh dari hasil kali (langsung)
dari beberapa ruang bernorma kemudian akan
dieksplor segala sifat-sifatnya.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan mengacu pada Kreyszing (1978)
dan Megginson (1998), pengertian ruang
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bernorma dan operator linear terbatas akan
diberikan yaitu sebagai berikut:

Definisi 1.1.

Diberikan E adalah sebuah ruang vektor atas
lapangan bilangan real R. Sebuah norma pada
E adalah sebuah pemetaan || || : E — R yang
memenubhi sifat berikut:

(N1). |lx|lg = 0 untuk semua x € E.

(N2). |lxllg =0 jika dan hanya jika x =0
dimana 6 elemen nol pada E.

(N3). |lax|lg = |e|l|x]| untuk semua x € E
dan o € R.

MN4).  |lx+ yllg < lIxllg + llyllg untuk semua
x,y €EE.

Pasangan (E,|| ||g) akan dinamakan dengan

ruang bernorma.

Contoh 1.2.

(i) Ruang euclidean E™ = {x = (xq,...,X,) :
X1, .., X, € R} yang merupakan ruang
vektor atas lapangan bilangan real R

bersama dengan norma | ||gn yang
didefinisikan sebagai berikut:
1
n 2
1Ge1, oo )l = (Zw)
i=1
adalah ruang bernorma.
(i) Ruang Dbarisan bilangan real #P =
{x = <xn)neN : 21010:1|xn|p < Oo} yang

merupakan ruang vektor atas lapangan
bilangan real R bersama dengan norma
Il Il, yang didefinisikan sebagai berikut:

1
* P
I Geanenlly = (lem’)
i=1

adalah ruang bernorma.

(iif)

Ruang barisan bilangan real yang terbatas
yaitu sebagai berikut:

* = {x = (xn)nEN : E”Wx > 0' |xn|
< M, untuk semuan
€ N}

yang merupakan ruang vektor atas
lapangan bilangan real R bersama dengan
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norma || |l yang didefinisikan sebagai
berikut:

”(xn>n€N”oo = Suanlenl

adalah ruang bernorma.

(iv) Ruang fungsi kontinu bernilai real
Cla,b] ={f:[a,b] — R : f kontinu}
yang merupakan ruang vektor atas

lapangan bilangan real R bersama dengan
norma || ||max yang didefinisikan sebagai
berikut:

”f”max = maxxe[a,b]lf(x)l
adalah ruang bernorma.

Selanjutnya akan diberikan sebuah gagasan
kekonvergenan dan barisan cauchy pada ruang
bernorma yang mengacu pada Debnath,
Mikusinski (1990).

Definisi 1.3. Diberikan (E, || ||g) adalah ruang

bernorma dan (x,),cy adalah barisan dalam

ruang norma tersebut.

(i) Barisan (x,),cy dikatakan konvergen ke
suatu elemen x dalam E jika

Ve > 03N € N yang memenuhi sifat n >
N=l|x,—xllg<e¢

(ii) Barisan (x,)ney dikatakan barisan cauchy
jika

Ve > 03N € N yang memenubhi sifat m,n >
N= ”xm - xn”E <e&

Definisi 1.4. Ruang bernorma (E,| |lg)
dikatakan ruang banach atau ruang bernorma
lengkap jika setiap barisan cauchy di dalam F
konvergen ke sebuah di titik dalam E.

Contoh 1.5. Ruang bernorma dalam Contoh
1.2 semuanya adalah ruang banach.

Contoh 1.6. Ruang fungsi kontinu bernilai real
Cla,b] = {f:[a,b] — R : f kontinu} yang
merupakan ruang vektor atas lapangan
bilangan real R bersama dengan norma
[|  |lmax yang didefinisikan sebagai berikut:

1
2

b
71 ={ [ (reoy’ae
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adalah ruang bernorma tetapi bukan ruang
banach.

Definisi 1.7. Diberikan (E,|| |lg) dan
(F,|| llp) adalah dua buah ruang bernorma
dan T:E — F adalah transformasi linear atau
dengan istilah lain yaitu operator linear).

6] T:E — F dikatakan

Operator linear
terbatas jika

aM > 0 yang sifatnya [|T(x)||p < M||x||g
untuk semua x € E
(i) Operator linear T:E — F dikatakan
kontinu di x, € E jika

Ve > 036 > 0 yang sifatnya ||x — xgl|lp <
6= |IT(x) —T(xo)llr <€

Operator linear T:E — F dikatakan
kontinu jika operator tersebut kontinu di setiap
titik pada E.

Teorema 1.8. Operator linear T: E — F adalah
terbatas jika dan hanya jika operator linear
tersebut adalah kontinu.

Contoh 1.9. Jika E adalah ruang vektor atas
lapangan bilangan real R dari semua
polinomial yang terdefinisi pada interval [0, 1]
bersama dengan norma yang didefinisikan
sebagai berikut:

lIplle = max,ejo,1) P ()]

maka pemetaan T:E — E yangdidefinisikan
sebagai berikut:

T(p) =p'(x)

untuk semua x € E bukan operator linear
terbatas.

Selanjutnya akan diberikan pengertian
gagasan sebuah kategori bersama dengan
gagasan mengenai hasil kali langsung dalam
suatu kategori yang merupakan dasar utama
dalam tulisan ini untuk mengkonstruksi hasil
kali langsung dari ruang bernorma. Gagasan
mengenai teori kategori dari hasil kali langsung
dalam sebuah kategori akan merujuk pada
Hungerford (1974).
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Definisi 1.10. Sebuah kategori adalah kelas C

dari obyek (dan notasikan dengan A4,B,C,...)

bersama dengan

(1) Sebuah kelas dari himpunan yang saling
disjoint yang  dinotasikan  dengan
hom¢(A, B) untuk setiap pasangan obyek
(A,B) dalam C. Sebuah elemen f €
home(A, B) dikatakan dengan morfisma
dari A ke B dan biasanya dinotasikan
dengan f:A — B.

(ii)) Untuk setiap tripel (A4,B,C) dalam €

sebuah fungsi
home(B,C) X hom¢(A, B)
— home(4,C)
fungsi yang memetakan (g:B —

C.f:A—B)—gofi:A— () dan

memenuhi dua aksioma berikut:

(I). Asosiativitas: Jika f:A — B,g:B —
C,h:C — D adalah morfisma dari C
maka berlaku ho(gof) =(hog)o
f.

Identitas. Untuk setiap obyek B
dalam € terdapat sebuah morfisma
15:B — B yang memenuhi sifat
untuk setiap morfisma f:4 —
B,g:B — C berlaku 1o f = f dan
gelp=g.

).

Contoh 1.11. Kelas dari semua ruang vektor
atas lapangan bilangan real R bersama dengan
transformasi linear (operator linear)
membentuk sebuah kategori dan akan
dinamakan dengan kategori ruang vektor serta
dinotasikan dengan Vecy.

Contoh 1.12. Kelas dari semua ruang
bernorma bersama dengan operator linear
terbatas membentuk sebuah kategori dan akan
dinamakan dengan kategori ruang bernorma
serta dinotasikan dengan Normp. Operator
linear terbatas di antara ruang bernorma bisa
dilihat Blackadar 2006 dan Kolmogorov
(1997).

Contoh 1.13. Kelas dari semua ruang banach
bersama dengan operator linear terbatas
membentuk sebuah kategori dan akan
dinamakan dengan kategori ruang banach serta
dinotasikan dengan Banp (Lyubinin, 2017;
Barr, 1976).

sebuah
kali

Selanjutnya akan diberikan
gagasan mengenai keberadaan hasil
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langsung dalam sebuah kategori € melalui
sebuah sifat dan katakan itu sebagai sifat
universal dari hasil kali langsung.

Definisi 1.14. Diberikan sebuah kategori € dan
{A; : i € I} adalah keluarga dari obyek dalam
kategori C. Sebuah hasil kali langsung dari
keluarga {A;:i € I} adalah sebuah obyek P
dalam kategori C bersama dengan keluarga
morfisma {m;: P — A; : i € I} yang memenuhi
sifat jika diberikan sembarang obyke B dalam
kategori € dan sembarang keluarga dari
morfisma {@;: B — A; : i € I} maka terdapat
secara tunggal morfisma @:B — P yang
memenuhi sifat m; o @ = ¢@; untuk semua i €
I

Jika diberikan sebuah keluarga berindeks
dari himpunan tak-kosong vyaitu {4;:i € I}
maka hasil kali langsung dari keluarga
berindeks himpunan tersebut adalah sebagai
berikut:

nAi = {f;] — UAi : f(i) € A; untuk setiap i

i€l iel

el

Jika I =1{1,..,n} maka hasil kali langsung
(eksternal) dari {A;:i €I} bisa dipandang
sebagai himpunan A X .. XA, =
{(aq,...,a,): a; €A;i=1,..,n}. Jka I=N
maka hasil kali langsung dari {A; : i € I} bisa
dipandang sebagai himpunan [[72;4; =
{(e)i21 = (ay,ay,...) : a; € A;i €N},

Teorema 1.15. Jika diberikan {(E; Il Ilg,)},

iel
adalah keluarga berindeks dari ruang bernorma

atas lapangan bilangan real R, maka himpunan
yang didefinisikan berikut:

ﬂE.-={f:1—>UEi:f(i>

iel iel
€ E; untuk setiap i

€ Lsupellf Dllg, < 00}

juga merupakan ruang bernorma dengan
normanya didefinisikan sebagai berikut:

Iflleo = supiesllf (D),
untuk semua f € [[;¢ E;.

Bukti:

Karena {(E; |l llg,)},, merupakan ruang

vektor atas lapangan bilangan real R, jelas
himpunan [[;¢; E; juga merupakan ruang vektor
atas lapangan bilangan real R juga.
(N1). Ambil sembarang f € [];c, E;.
Jelas || fllo = supiellf (Dllg; = 0.
Jadi ||f|l = 0 untuk semua f € [];¢; E;.
(N2). Jelas |1l = supie;llf(Dllg, = 0 jika dan
hanya jika ||f(0)|l; = 0 untuk semua i €
I.
Jelas ||f ()|, = 0 untuk semua i € I jika
dan hanya jika f(i) = 0 untuk semua i €
I.
Jelas f(i) = 0 untuk semua i € I jika dan
hanya jika f = 8 dimana 6(i) = 0 untuk
semua i € /.
Jadi ||f |l = O jika dan hanya jika f = 0
dimana 6(i) = 0 untuk semua i € I.
(N3). Ambil sembarang f € [];; E; dan @ € R.
Jelas lafllo = supie;llaf Dllg, =
leelsupie; lf Dlg; = lalllfle-
Jadi ||af|le = la|llf|le untuk semua f €
[lic; E; dan a € R.
(N4). Ambil sembarang f, g € [lie; E;.
Jelas ||f + gllo = supie/llf (D) + g(Dllg
<

supie;llf D lg; + supiellg @ g,
f oo+l gllco-
Jadi  [If + glle < Ifllo*1lgllo
semua f, g € [l E;-
Dari (N1), (N2), (N3) dan (N4) diperoleh
[1;e; E; adalah ruang bernorma.

untuk

Contoh 1.16. Jika I =N dan E; = R untuk
semua [ €] maka [ E; =8 dimana 8%
bukan ruang bernorma, karena terdapat elemen
dalam 8% yaitu x = (n),ey dimana ||x||, =
Suppen|nl| « oo.

Teorema 1.17. Jika diberikan keluarga
berindeks dari ruang bernorma atas lapangan
bilangan real R yaitu {(Ei,ll ||Ei)}i€1 maka

pemetaan my:[[;e; E; — E), yang didefinisikan
dengan m, (f) = f (k) untuk semua k € [ adalah
operator linear terbatas.

Bukti:

Secara aljabarik jelas pemetaan my:[[;c; E; —
E, yang didefinisikan dengan m,(f) = f(k)
adalah operator linear di antara ruang vektor
yang bersifat surjektif untuk semua k € I.
Selanjutnya dibuktikan bahwa operator linear
1, adalah terbatas.

Ambil sembarang f € [;e; E;.
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Jelas , (f) = f (k) untuk semua k € I.

PilihM =1>0.

Jelas e gy, = IfF F) g, <
Lsupie/llf Dllg; = Msupig/llf Dlle, = MlIfllo
untuk semua k € I.

Jadi terdapat M > 0 yang sifatnya ||, (f)llg, <
M|/l untuk semua f € [[;¢, E; dank € I.

Jadi m, adalah operator linear terbatas yang
bersifat surjektif untuk semua k € I.

Teorema 1.18. (Sifat Universal dari []i, E;).
Jika diberikan keluarga berhingga dari ruang
bernorma atas lapangan bilangan real R yaitu
{(E,. Il Ng,) . (En Il llg,)} dan diberikan
sembarang keluarga berhingga dari operator
linear terbatas yaitu {T:F — Ey,..,T;:F —
E,} maka terdapat secara tunggal operator
linear terbatas T:F — [[i-,E; yang sifatnya
;T = T; untuk semua i € {1, ...,n}.

Bukti:
Dengan mengacu pada Hungerford (1974),
ketika memandang ruang bernorma sebagai
ruang vektor, maka jelas terdapat secara tunggal
operator linear T:F — []., E; yang sifatnya
;T =T; untuk semua i€({l,..,n} yang
didefinisikan dengan T(x) = f, dimana f,(i) =
T;(x) untuk semua x € F.
Selanjutnya dibuktikan bahwa operator linear
T:F — [, E; yang didefinisikan dengan
T(x) = f, dimana f, (i) = T;(x) untuk semua
x € F adalah terbatas.
Ambil sembarang x € F.
Jelas T(x) = f, dimana f,.(i) = T;(x).
TNl = llfilloo
supi=q [l llg,
supi= [IT; ()l g,
supi—, M;|lx||¢ (T; terbatas
karena IM; > 0, ||T; () |l5, <
M;llx|lz, Vx € F)
x|l supi=y M;

=Mllxllr  (pilih M = sup;_, M;)
Jadi IM > 0,||T (x)||lc < M||x||r untuk semua
x €F.
Jadi T adalah operator linear terbatas.

IA I

Remark 1.19. Secara aljabarik bahwa kategori
ruang vektor bersama dengan operator
linearnya tertutup terhadap hasil kali langsung
(baik berhingga maupun tak-berhingga) tetapi
dari Contoh 1.16 menegaskan bahwa hasil kali
langsung (dalam pengertian Teorema 1.15) tak-
hingga dari ruang bernorma bukanlah sebuah
ruang bernorma, akibatnya dari Teorema 1.18
jelas mengatakan bahwa kategori dari ruang
bernorma bersama dengan operator linear
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terbatasnya tertutup di bawah hasil kali
langsung berhingga.
Teorema 1.20. Jika diberikan keluarga

berhingga dari ruang bernorma atas lapangan
bilangan real R yaitu
{(Ey I ”E1)' s (B |l ”En)} maka E; adalah
ruang banach untuk semua i € {1, ..., n} jika dan
hanya jika []i-, E; adalah ruang banach.

Bukti:
=) Diketahui E; adalah ruang banach untuk
semua i € {1, ...,n}.
Dibuktikan []}-, E; adalah ruang banach.
Ambil sembarang barisan cauchy (f,)nen
dalam [, E;.
Jelas Ve > 03N € N yang sifatnya m,n >
N= ”fm _fn”oo <e¢
= Sup?:l”(fm - fn)(l)”El <eg
= |(fn — ) Dlg; < supizyll(Fin —
)Dllg, <& untuk  semua
{1,..,n}.
= (o — f)Dllg, < €
untuk semua i € {1, ...,n}.

= [|(fa® — D), <

untuk semua i € {1, ..., n}

Jelas Ve > 03N € N yang sifatnya m,n >
N = ||(fn@ - fn(i))||Ei <ei€fl,..,n}
Jelas (f,(i))ney adalah barisan cauchy
dalam E; untuk semua i € {1, ...,n}.
Karena E; adalah ruang banach, jelas
(fn())nen konvergen a; € E; untuk semua
ie{l,..,n}
Karena m; adalah operator linear terbatas
yang bersifat surjektif, jelas terdapat f €

I, E yang sifamya @ =m(f)=f(0)
untuk semua i € {1, ...,n}.
Jelas barisan (f,(i))neny konvergen ke
f(@i) € E; untuk semua i € {1, ...,n}.
Jelas Ve > 03IN € N yang sifatnya n >
N = ||(fn(i) —f(i))”E' < & untuk semua

ie{l,..,n}

Jelas Ve > 03N € N yang sifatnya n >
N = (| (fa® = FO)NI,, < supies | (D) —
f(i))”E‘ < guntuk semua i € {1, ...,n}.

Jelas Ve > 03N € N yang sifatnya n >

N=lfu—fllo <e.

Jelas barisan cauchy (f;,)ney dalam [, E;
konvergen ke f € [[i-, E;.

Jadi [T~ E; adalah ruang banach.

i €

Diketahui [TX, E; adalah ruang banach.
Dibuktikan E; adalah ruang banach untuk
semua i € {1, ...,n}.
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Ambil sembarang barisan cauchy (x,,),en
dalam E; untuk semua i € {1, ...,n}.

Jelas Ve > 03N € N yang sifatnya m,n >
N = ||xim — Xinllp; < € untuk semua i €
{1,..,n}.

Karena m; adalah operator linear terbatas
yang bersifat surjektif, jelas terdapat

fous fo € TTI-, E; yang sifatnya xim =
T(fm) = fm (D) dan x, = m;(f) = fo (D)
untuk semua i € {1, ...,n}.

Jelas € > 03N € N yang sifatnya m,n >

N = ||/ — fa(Dllg, < € untuk semua
ie{l,..,n}

Jelas € > 03N € N yang sifatnya m,n >

N = supi_ |/ (@) — fuDllg, <e.

Jelas € > 03N € N yang sifatnya m,n >

N = ||fin — fullg; < € untuk semua i €
{1,..,n}.

Jelas (f,)ney adalah barisan cauchy dalam
Karena [, E; adalah ruang banach, jelas
terdapat f € [[-, E; yang sifatnya bahwa
barisan (f;, ) ey konvergen ke f.

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan = N =
Ifn — fllo <e.

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan = N =
supi=1 I/ (D — FDllg, <e.

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan > N =
1/n(@ = fFDllg, < supizlIfn(D -

fOIlg, <e.

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan > N =
Ifn(@® — fDllg, < € untuk semua i €
{1,..,n}.

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan > N =

llxin — xillg, < € untuk semua i € {1, ..., n}.

(dimana f (i) = x; € E; untuk semua i €
{1,...,n}).

Jelas € > 03N € N yang sifatnyan > N =

llxxin, — xillg; < € untuk semua i € {1, ...,n}.

Jelas barisan cauchy (x,),eny konvergen ke
x; € E; untuk semua i € {1, ...,n}.

Jadi E; adalah ruang banach untuk semua
ie{l,..,n}

KESIMPULAN

Kesimpulan dari tulisan ini adalah ruang
bernorma bersama dengan operator linear
terbatasnya membentuk sebuah kategori yang
dinotasikan dengan Normgy. Kategori ruang
bernorma bersama dengan operator linear
tersebut tidak tertutup di bawah hasil kali tak-
hingga dan contohnya adalah jika I = N dan
E; = R untuk semua i € I maka [[;; E; = 8%

14

dimana 8® bukan ruang bernorma, karena
terdapat elemen dalam 8% yaitu x = ()pey
dimana x|l = suppenIn| « oo, tetapi
kategori tersebut tertutup di bawah hasil kali
hingga yaitu jika diberikan keluarga berhingga
dari ruang bernorma atas lapangan bilangan
real R yaitu {(El, I ||El), ...,(En, I ”En)} dan
diberikan sembarang keluarga berhingga dari
operator linear terbatas yaitu {T;:F —
Ey,..,T.:F — E,} maka terdapat secara
tunggal operator linear terbatas T: F — [[i- E;

yang sifatnya m,T =T; untuk semua i€
{1,..,n}. Saran yang dapat dilakukan
selanjutnya dalam penelitian ini menguji

apakah keberadaan hasil kali langsung juga
berlaku pada kategori ruang pre-Hilbert atau
ruang Hilbert, Ponnusamy (2002).
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