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Abstrak
Diberikan ring R dan ring S sebarang, serta suatu (R,S)-modul M. Suatu submodul P
disebut submodul prima-R kiri pada (R,S)-modul jika untuk setiap ideal | dan J di R dengan

(13)MSS = P maka berakibat IMS < P atau JMS < P .. Pada paper ini akan disajikan

pendefinisian radikal prima-R kiri pada (R,S)-modul melalui sistem-m terkait definisi
submodul prima-R kiri pada (R,S)-modul.
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PENDAHULUAN

Semua ring dalam tulisan ini adalah ring sebarang, kecuali diberikan keterangan
tambahan lainnya. Diberikan ring R dan ring S sebarang. Khumprapussorn et al. (2012)
memperkenalkan pendefinisian (R,S)-modules sebagai generalisasi dari (R,S)-bimodul.
Suatu (R,S)-modul memiliki struktur yang sama dengan suatu (R,S)-bimodul ketika ring
R dan ring S memiliki elemen idempoten sentral.

Khumprapussorn et al. (2012) juga mendefinisikan submodul di dalam (R,S)-
modul M sebagai subgrup aditif N di M sedemikian hingga memenuhi rnse N, untuk
setiap re R, ne N, dan s e S. Dalam papernya, Khumprapussorn et al. Mendefinisikan
beberapa keprimaan di dalam (R,S)-modul, yaitu submodul prima penuh dan submodul
prima gabungan pada (R,S)-modul. Perkembangan selanjutnya, (Khumprapussorn, 2013)
memperumum definisi submodul prima gabungan pada (R,S)-modul menjadi submodul
prima-R kiri pada (R,S) —modul. Suatu submodul sejati P di (R,S)-modul M sebagai
submodul prima-R kiri apabila untuk setiap ideal I dan ideal J di R dengan 1IMSS c P,
maka berakibat IMS < P atau JIMS c P .

Selanjutnya, diberikan T merupakan ring dengan elemen identitas. Menurut (Lam,
2001) suatu himpunan tak kosong J =T disebut sistem-m jika untuk setiap a,beJ

terdapat t e T sedemikian hingga memenuhi atb € J . Lebih lanjut, untuk setiap ideal | di
T, himpunan I = {a eT|(vsistem-mJ diT)aeJ =J Nl ¢®} ekuivalen dengan

irisan dari semua ideal prima di T yang memuat |. Berdasarkan definisi ini, (Behboodi,
2009) telah memperumum definisi dari sistem-m dari suatu ring ke modul. Diberikan M
sebarang modul atas ring T. Suatu himpunan tak kosong X < M \{O} disebut sistem-m
jika untuk setiap ideal (kiri) 1 di T dan untuk setiap submodul K, L di M dengan
(K+L)nX =g dan (K+IM)nX = berakibat (K+IL)nX =&, Telah
ditunjukkan juga bahwa komplemen dari suatu submodul prima adalah suatu sistem-m

dan untuk setiap sistem-m X, suatu submodul yang saling asing dengan X dan maksimal
terhadap sifat ini juga merupakan submodul prima. Lebih lanjut, untuk suatu submodul
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N di M, himpunan VN ={aeM |(Vsistetm-m X diM)ae X =X "N =0} sama

dengan irisan dari semua submodul prima di M yang memuat N.

Di dalam papernya, (Yuwaningsih dan Wijayanti, 2015) telah memperumum
sifat-sifat dari ring di atas kedalam struktur (R,S)-modul, yaitu mendefinisikan radikal
prima gabungan pada (R,S)-modul. Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya, dalam
paper ini akan disajikan hasil penelitian terkait pendefinisian radikal prima-R Kiri pada
suatu (R,S)-modul melalui pendefinisian sistem-m terkait submodul prima-R kiri pada
suatu (R,S)-modul.

Sistem-M

Sebelum menyajikan hasil terkait pendefinisian radikal prima-R kiri pada suatu
(R,S)-modul, berikut disajikan terlebih dahulu hasil terkait pendefinisian sistem-m pda
suatu (R,S)-modul beserta sifat-sifatnya.

Definisi 2.1. Diberikan suatu (R,S)-modul M. Suatu himpunan tak kosong

X = M \{0} disebut sistem-m jika untuk setiap ideal I dan ideal J di R serta submodul K
di M dengan (K+IMS)NnX =& dan (K+JIMS)nX =, maka berakibat

(K+IJMSS)mX .

Berikut ditunjukkan hasil suatu hubungan antara submodul prima-R Kiri dengan
sistem-m pada suatu (R,S)-modul.

Proposisi 2.2. Diberikan suatu (R,S)-modul M dan submodul sejati P di M.
Submodul P merupakan submodul prima-R kiri jika dan hanya jika X :=M\P merupakan
sistem-m.

Bukti. (:>) Diketahui P merupakan submodul prima-R kiri. Diambil sebarang

ideal 1 dan ideal J di R serta submodul K di M dengan (K+IMS)nX =& dan

(K+JIMS)n X =&, Andaikan (K + IIMSS) N X =&, maka diperoleh K +1IJMSS c P

. Akibatnya diperoleh K < P dan 1IMSS < P. Karena diketahui P merupakan submodul
prima-R kiri, maka dari 1JMSS < P berakibat IMS < P atau JMS < P . Akibatnya,

diperoleh (K +IMS)n X =& atau (K +JMS)n X =& Terjadi kontradiksi, sehingga
pengandaian salah dan harus diingkar. Jadi, diperoleh bahwa (K+ IJMSS)mX .
Dengan demikian, terbukti bahwa X merupakan sistem-m.

(<) . Diketahui bahwa X :=M\P merupakan sistem-m. Diambil sebarang ideal
I dan ideal J di R yang memenuhi 1IMSS < P. Andaikan IMS ¢ P dan JMS & P , maka
diperoleh (IMS)N X =& dan (JMS)n X =& . Karena diketahui X merupakan sistem-
m, maka dengan mengambil submodul K ={0}, maka diperoleh (IIMSS)nX =

Akibatnya diperoleh bahwa 1IMSS & P . Terjadi kontradiksi, sehingga pengandaian salah
dan harus diingkar. Jadi diperoleh IMS < P atau JMS < P . Dengan demikian, terbukti
bahwa P merupakan submodul prima-R Kiri di M. [J

Berikut diberikan contoh suatu sistem-m pada suatu (R,S)-modul.

Contoh 2.3. Diberikan [] sebagai (2,30 )—modul. Dapat ditunjukkan bahwa
6./ merupakan submodul prima- 2] kiri di (] . Diambil ideal | =(2m)C di 27 dan ideal
J=(3n)0 di 3] untuk suatu mnel. Dapat ditunjukkan bahwa
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((2m)0)((3n)1 )0 (37)(37) = (54mn)0 < 60 tetapi ((3n)0 )1 (31) = (9n)0 < 61,
untuk setiap m,n el . Padahal ((2m)0 )0 (37)<(6m)0 <67, untuk setiap m,nell .

Dengan demikian, terbukti bahwa 6] merupakan submodul prima-20 Kiri di [ . Oleh
karena itu, diperoleh bahwa [1\6-] merupakan sistem-m dari (20,32 )—modul [] .

Telah diketahui bahwa setiap submodul maksimal di (R,S)-modul M merupakan
submodul prima-R kiri di M. Berikut diberikan hubungan antara submodul yang
maksimal di (R,S)-modul M dengan submodul prima-R kiri di M terkait dengan sistem-m
suatu (R,S)-modul.

Proposisi 2.4. Diberikan (R,S)-modul M dan sistem-m X di M. Jika P merupakan
submodul dari M yang maksimal dengan sifat P~ X =&, maka P merupakan submodul
prima-R Kiri.

Bukti. Diambil sebarang ideal | dan ideal J di R dengan 1IJMSS < P. Andaikan
IMSzP dan JMS ¢ P. Karena P merupakan submodul yang maksimal maka

P+IMS=M dan P+JMS=M. Akibatnya, diperoleh (P+IMS)nX #Q dan
(P+JMS)mX = . Karena X merupakan sistem-m, maka diperoleh

(P+ IIMSS)N X =, Karena IIMSS P, maka diperoleh PNX =&, Terjadi
kontradiksi, sehingga pengandaian salah dan harus diingkar. Dengan demikian, diperoleh
bahwa IMS < P atau JMS < P . Jadi terbukti bahwa P merupakan submodul prima-R
Kiri di M. [J

Radikal Prima-R Kiri

Pada bagian ini akan sajikan hasil dari penelitian ini, yaitu terkait pendefinisian
radikal prima-R kiri pada suatu (R,S)-modul M. Namun, sebelumnya akan didefinisikan
terlebih dahulu himpunan %/N untuk suatu submodul N di (R,S)-modul M sebagai

berikut.
Definisi 3.1. Diberikan suatu (R,S)-modul M dan suatu submodul N di M. Apabila
terdapat submodul prima-R Kkiri yang memuat N, maka didefinisikan himpunan

N = {aeM|(Vsistem-m X diM)ae X =X "N =}. Apabila tidak terdapat
submodul prima-R kiri yang memuat N, maka didefinisikan N =M.

Selanjutnya, apabila diberikan suatu (R,S)-modul M, didefinisikan spektrum
prima-R kiri dari M adalah himpunan:
Specy” (M) ={P | P submodul prima—R kiri di M }.
Apabila diberikan submodul N di (R,S)-modul M, didefinisikan himpunan:
Vy (N)={PeSpecy (M)|N cP}.

Berikut ini diberikan karakteristik dari himpunan %/N untuk suatu submodul N
di (R,S)-modul M.
Teorema 3.2. Jika diberikan (R,S)-modul M dan submodul N di M, maka

/N =M atau %N = N P.

PeVgP (N)
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Bukti. Misalkan /N =M, berarti Ve (N)=@. Akan dibuktikan bahwa
IN= () P. Diambil sebarang ae /N dan PeVg"(N). Dibentuk sistem-m

PeVgP (N)
X =M\P. Karena N < P maka diperoleh X "N =J. Akibatnya a ¢ X , sehingga
diperoleh aeP. Karena pengambilan PeV.*(N) sebarang, maka diperoleh

ae ﬂ P . Dengan demikian, terbukti bahwa %N ﬂ P. Selanjutnya, diambil
PeVaP (N) PeVeP(N)
sebarang ae ﬂ P. Andaikan ag¢%/N, maka terdapat sistem-m X sedemikian
PeVaP(N)
sehingga memenuhi ae X tetapi NN X =O. Selanjutnya, dibentuk himpunan
S:{J I[N < J,J submodul di M danJ n X :Q}. Berdasarkan Lemma Zorn, 3
memiliki elemen maksimal, misalkan submodul K di M dengan N < K yang maksimal
dengan sifat KX =J. Berdasarkan Proposisi 2.4., maka diperoleh K merupakan
submodul prima-R Kiri di M. Dengan demikian, K eV, (N). Dari sini diperoleh aeK
. Padahal a e X, sehingga K " X = &. Terjadi kontradiksi, sehingga pengandaian salah
dan harus diingkar. Jadi, diperoleh bahwa a e %N, sehingga terbukti ﬂ PN

PeVgP(N)

Dengan demikian, terbukti bahwa %N = ﬂ P.0

PeVgP (N)

Contoh 3.3. Diberikan [1 sebagai (2,3])—modul dan submodul 87 di [J.
Diperoleh himpunan:
V,7 (80)={AeSpecy” (M)[81 = Al ={40,21}.

Oleh karena itu, diperoleh himpunan:
8l = (| P=41n2]=4].
PeV,?(N)
Berdasarkan sifat-sifat yang telah disajikan sebelumnya, terakhir dapat
didefinisikan radikal prima-R kiri pada suatu (R,S)-modul sebagai berikut.
Definisi 3.4. Diberikan suatu (R,S)-modul M. Jika terdapat submodul prima-R Kiri
di M, maka didefinisikan radikal prima-R kiri dari M adalah

radfP(M)::L{’/ﬁ: (1 P. Jika tidak terdapat submodul prima-R kiri di M,

PeSpecs? (M)
didefinisikan radikal prima-R kiri dari M adalah rad (M ):=M .

Berikut ini disajikan contoh dari radikal prima-R Kiri pada suatu (R,S)-modul.
Contoh 3.5. Diberikan ] sebagai (ZD , 2] )—modul. Dapat ditunjukkan bahwa

submodul {0} merupakan submodul prima- 2] kiri di (21,20 )—modul J . Oleh karena
setiap submodul prima- 27 kiri di [J memuat submodul {0}, maka diperoleh radikal
prima- 2] dari (20,20 )-modul 1 adalah rad? (1 ):={0}.
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SIMPULAN
Berdasarkan hasil penelitian yang disajikan pada bagian sebelumnya, dapat ditarik
simpulan diantaranya sebagai berikut: (1) Suatu himpunan tak kosong X < M\{O}

disebut sistem-m jika untuk setiap ideal | dan ideal J di R serta submodul K di M dengan
(K+IMS)nX =& dan (K+JIMS)N X =, maka berakibat (K + IIMSS)n X = ;

(2) Radikal prima-R kiri suatu (R,S)-modul M, dinotasikan dengan rad| (M),

didefinisikan sebagai M atau merupakan irisan dari semua submodul prima-R Kiri di
(R,S)-modul M.

Penelitian seputar (R,S)-modul merupakan hal yang baru di bidang struktur
aljabar. Oleh karena itu, penelitian terkait (R,S)-modul masih terbuka lebar. Dengan
adanya penelitian terkait pendefinisian radikal prima-R Kiri ini diharapkan dapat
mendorong penelitian-penelitian lebih lanjut terkait sifat-sifat serta pengembangan
radikal prima-R kiri pada suatu (R,S)-modul.
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