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Abstrak 

Misal G = (V,E) adalah graf terhubung sederhana dan tidak berarah dengan |𝑉 | simpul and |E| sisi. Suatu 

pemetaan bijektif 𝑓  dari himpunan simpul gabung himpunan sisi ke himpunan {1,2,… , |𝑉| + |𝐸|}  disebut 

sebagai pelabelan total sisi ajaib pada 𝐺 jika ada konstanta 𝑠 ∈ ℕ (disebut konstanta ajaib 𝑓) sehingga bobot sisi 

𝑢𝑣  adalah 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) + 𝑓(𝑢𝑣) = 𝑐  untuk setiap 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) . Jika 𝑓: 𝑉(𝐺) → {1,2,… , |𝑉|}  dan 𝑓 : 𝐸(𝐺) →
{|𝑉| + 1, |𝑉| + 2,… , |𝑉| + |𝐸|} maka 𝑓 disebut pelabelan total super sisi ajaib dan 𝐺  disebut graf super sisi 

ajaib. Graf kembang api (firecracker) (𝐹𝑛,𝑘) adalah graf yang didapatkan dengan menggabungkan 𝑛 buah graf 

bintang-𝑘  dengan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf bintang-𝑘 . Misalkan 𝑆𝑚𝑖
, 𝑖 =

1,2,… , 𝑛  adalah graf bintang, dengan 𝑚𝑖+1 = 𝑚𝑖 + 1  dan 𝑚1 = 𝑚 ∈ ℕ . Graf kembang api termodifikasi 

(modified firecracker)(𝐹𝑚,𝑛
′ )  adalah graf yang didapatkan dengan menggabungkan, graf bintang 𝑆𝑚𝑖

  dan 

lintasan 𝑃𝑛, dengan cara satu daun dari tiap graf bintang ditempelkan pada satu simpul di 𝑃𝑛  . Pelabelan total 

sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi yang akan dibuktikan pada studi ini memiliki minimal tiga buah 

simpul pada graf bintang pertama (𝑚 ≥ 3) dan minimal terdapat tiga buah graf bintang (𝑛 ≥ 3). Pada penelitian 

ini dibuktikan bahwa sembarang graf kembang api termodifikasi adalah graf total super sisi ajaib. 

Kata kunci: 

Pelabelan sisi ajaib, Pelabelan total sisi ajaib, graf kembang api, graf kembang api termodifikasi 

© 2020 Dipublikasikan oleh Jurusan Matematika, Universitas Negeri Semarang 

1.  Pendahuluan 

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf. Objek kajiannya berupa graf yang secara umum 

direpresentasikan oleh simpul dan sisi serta himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Konsep 

pelabelan ajaib (magic labelling) diperkenalkan oleh Sadlàček tahun 1964, sedangkan konsep pelabelan 

total sisi ajaib (edge magic total labelling) yang digunakan berdasarkan konsep Enomoto et al (1998).  

Misal G = (V,E) dengan |𝑉| simpul and |E| sisi merupakan graf terhubung sederhana dan tidak berarah. 

Suatu pemetaan bijektif 𝑓 dari himpunan simpul gabung himpunan sisi ke himpunan {1,2, … , |𝑉| + |𝐸|} 

disebut sebagai pelabelan total sisi ajaib pada 𝐺 jika terdapat suatu konstanta 𝑐 ∈ ℕ (disebut konstanta ajaib 

𝑓 ) sehingga bobot sisi 𝑢𝑣  adalah 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) + 𝑓(𝑢𝑣) = 𝑠  untuk setiap 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)  (Enomoto et al., 

1998). Jika 𝑓: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , |𝑉|}  dan 𝑓 : 𝐸(𝐺) → {|𝑉| + 1, |𝑉| + 2,… , |𝑉| + |𝐸|}  maka 𝑓  disebut 

pelabelan total super sisi ajaib (Enomoto et al, 1998) dan 𝐺 disebut graf super sisi ajaib. Pada penelitian 

sebelumnya telah dilakukan pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api regular (Swaminathan & 

Jeyanthi, 2006). Selain itu, telah ditemukan konstruksi pelabelan super sisi ajaib pada graf  bintang-𝑛 pada 

tahun 2002 oleh Lee dan Kong (Gallian, J.A., 2018).  

Berdasarkan Gallian (2018), belum dibahas pelabelan super sisi ajaib untuk graf kembang api yang tak 

regular. Oleh karena itu pada makalah ini akan diberikan konstruksi pelabelan super sisi ajaib untuk graf 

kembang api termodifikasi. 

https://journal.unnes.ac.id/sju/index.php/prisma/
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2.  Hasil Penelitian  

Graf kembang api (firecracker)𝐹𝑛,𝑘 merupakan graf yang diperoleh dengan cara menggabungkan 𝑛 buah 

graf bintang-𝑘 dengan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf bintang-𝑘 (Chen et al, 

1997). Misalkan 𝑚𝑖+1 = 𝑚𝑖 + 1 dan 𝑚1 = 𝑚 ∈ ℕ. Misalkan  𝑆𝑚𝑖
adalah 𝑛 buah graf bintang-𝑚𝑖 dengan 

𝑖 = 1,2, … , 𝑛 . Misalkan pula 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛  adalah simpul-simpul di lintasan 𝑃𝑛 . Graf kembang api 

termodifikasi (modified firecracker) 𝐹𝑚,𝑛
′  adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan masing-

masing graf bintang 𝑆𝑚𝑖
  dengan cara satu daun dari tiap graf bintang-𝑚𝑖  ditempelkan pada satu simpul 𝑣𝑖 

di 𝑃𝑛. Ilustrasi dari graf kembang api termodifikasi diberikan di Gambar 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Graf kembang api termodifikasi  (𝑭𝒎,𝒏
′ )   

Lemma 1 berikut ini diperlukan untuk membuktikan konstruksi pelabelan super sisi ajaib dari graf 

kembang api termodifikasi. 

  

Lemma 1 (Sepang et al, 2008). Suatu graf G dengan 𝑣 = |𝑉| simpul  dan 𝑒 = |E| sisi adalah graf  sisi ajaib 

jika dan hanya jika terdapat suatu fungsi bijektif  𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) →  {1,  2,  … ,  |𝑉| + |𝐸|} sedemikian 

sehingga himpunan 𝑆 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺)} terdiri dari 𝑒 bilangan bulat terurut. Dalam konstruksi 

ini, 𝑓 adalah pelabelan super sisi ajaib dari G dengan konstanta ajaib 𝑐 = 𝑣 + 𝑒 + 𝑠 dimana 𝑠 = min(𝑆) 

dan 𝑆 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺)} =  {𝑐 − (𝑣 + 1),  𝑐 − (𝑣 + 2),  … ,  𝑐 − (𝑣 + 𝑒)}   

Dengan menggunakan Lemma 1,  pelabelan f  hanya perlu didefinisikan pada himpunan simpul ke 

{1,2, … , |𝑉|}  dan kemudian ditunjukkan terdapat 𝑆 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐹𝑚,𝑛
′ )}  yang anggotanya 

terdiri dari  bilangan bulat terurut {{𝑐 − (𝑣 + 1),  𝑐 − (𝑣 + 2),  … ,  𝑐 − (𝑣 + 𝑒)} untuk menunjukan bahwa 

pemetaan tersebut merupakan pelabelan super sisi ajaib. 

 

Teorema 2. Graf kembang api termodifikasi 𝐹𝑚,𝑛
′  adalah graf super sisi ajaib untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 3. 

Bukti: 

Definisikan himpunan simpul 𝑉(𝐹𝑚.𝑛
′ ) (mengikuti Gambar 1) dan sisi E(𝐹𝑚.𝑛

′ ) dari 𝐹𝑚.𝑛
′  sebagai berikut: 

𝑉(𝐹𝑚.𝑛
′ ) = {𝑣𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}⋃{𝑐𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}⋃{𝑣𝑖

𝑗
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ,  0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3} 

E(𝐹𝑚.𝑛
′ ) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}⋃{𝑣𝑖𝑐𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}⋃{𝑐𝑖𝑣𝑖

𝑗
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ,  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3} 
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Banyaknya simpul dari himpunan {𝑣𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan {𝑐𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} masing-masing adalah 𝑛 simpul 

dan banyaknya simpul dari himpunan {𝑣𝑖
𝑗
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ,  0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3} adalah 

𝑛

2
(2𝑚 + 𝑛 − 5). Jadi 

banyak simpul total dari sembarang graf kembang api termodifikasi (𝐹𝑚,𝑛
′ ) adalah 𝑛 + 𝑛 +

𝑛

2
(2𝑚 + 𝑛 −

5) =
𝑛2+2𝑚𝑛−𝑛

2
. Pelabelan simpul dibagi dalam dua kasus untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 genap. 

 Kasus 1: untuk 𝑛 ganjil 

Definisikan pelabelan simpul 𝐹𝑚.𝑛
′  sebagai berikut:  

     𝑓(𝑣𝑖) = {

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)                                                                  

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+3

2
+

𝑖−2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)                

 

                   𝑓(𝑐𝑖) = {

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
)               

𝑖

2
(𝑚 +

𝑖−2

2
)                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

Dari pelabelan simpul ini dapat dibuktikan bahwa 𝑓: 𝑉(𝐹𝑚.𝑛
′ ) → {1,2, … ,

𝑛2+2𝑚𝑛−𝑛

2
}    

              merupakan pelabelan yang injektif. Misalkan 

𝑃 = {𝑝 ∈ ℕ: 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 +
𝑖−3

2
− 1} dengan 𝑖 bilangan ganjil , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑄 = {𝑞 ∈ ℕ:𝑚 +
𝑖−3

2
≤ 𝑞 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3} dengan 𝑖 bilangan ganjil,  3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑅 = {𝑟 ∈ ℕ: 1 ≤ 𝑟 ≤
𝑖

2
− 1} dengan 𝑖 bilangan genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑇 = {t ∈ ℕ:
𝑖

2
≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3} dengan 𝑖 bilangan genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

Akan dibuktikan pelabelan simpul adalah pelabelan injektif  dengan cara menunjukan untuk 

sembarang 𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ 𝑇 berlaku 

𝑓(𝑣1
𝑝
) < 𝑓(𝑣1) < 𝑓(𝑐2) < 𝑓(𝑣3

𝑝
) < 𝑓(𝑣3) < 𝑓(𝑣3

𝑞
) < 𝑓(𝑐4) < 𝑓(𝑣5

𝑝
) < 𝑓(𝑣5) < 𝑓(𝑣5

𝑞
) < 

        … < 𝑓(𝑐𝑛−1) < 𝑓(𝑣𝑛
𝑝
) < 𝑓(𝑣𝑛) < 𝑓(𝑣𝑛

𝑞
) < 𝑓(𝑐1) < 𝑓(𝑣2) < 𝑓(𝑣2

𝑠) < 𝑓(𝑐3) < 𝑓(𝑣4
𝑟) < 

       𝑓(𝑣4) < 𝑓(𝑣4
𝑡) < 𝑓(𝑐5) < 𝑓(𝑣6

𝑟) < 𝑓(𝑣6) < 𝑓(𝑣6
𝑡) < ⋯ < 𝑓(𝑐𝑛−2) < 𝑓(𝑣𝑛−1

𝑟 ) <

    𝑓(𝑣𝑛−1) <  𝑓(𝑣𝑛−1
𝑡 ) < 𝑓(𝑐𝑛)       (*) 

 

         Untuk membuktikan (*) terpenuhi, pembuktian akan dilakukan dalam delapan subkasus sebagai  

         berikut 

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1   

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1   

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) =    

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
                                                                   
𝑖 − 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
)   + 𝑗                  

𝑖 − 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
)   + 𝑗 + 1                  

                                        
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+
𝑖 − 2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)    + 𝑗 −

𝑖

2
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+
𝑖 − 2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)    +  𝑗 −

𝑖

2
+ 1  

 

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 +
𝑖−3

2
− 1   

Jika 𝑖 genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan  1 ≤ 𝑗 ≤
𝑖

2
− 1   

Jika 𝑖 ganjil, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan  𝑚 +
𝑖−3

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3   

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan 
 𝑖

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3   



Martinus J. Setiawan, Adelia C., Kiki A. 

Sugeng 

17 

 

PRISMA 2020, Vol. 3, 14-24 

o Subkasus 1.1.1 

Akan dibuktikan (𝑣1) < 𝑓(𝑣3) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑛) < 𝑓(𝑣2) < 𝑓(𝑣4) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑛−1).  

Untuk 𝑖 bilangan ganjil 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, maka 
𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
) <

(𝑖+2)+1

2
(𝑚 +

(𝑖+2)−3

2
) dengan 

perkataan lain 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑣𝑖+2) sehingga berlaku 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑣3) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑛) (1) 

 

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula bahwa untuk 𝑖 bilangan genap, 2≤ 𝑖 ≤

𝑛 − 1 maka 𝑓(𝑣2) < 𝑓(𝑣4) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑛−1)     (2) 

 

Selain itu dapat dilihat bahwa 
𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) <

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+3

2
 dengan perkataan 

lain 𝑓(𝑣𝑛) < 𝑓(𝑣2)       (3) 

 

Dari (1), (2) dan (3) terbukti bahwa 𝑓(𝑣1) < 𝑓(𝑣3) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑛) < 𝑓(𝑣2) < 𝑓(𝑣4) <

⋯ < 𝑓(𝑣𝑛−1)        (4)  

 

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula 𝑓(𝑐2) < 𝑓(𝑐4) < ⋯ < 𝑓(𝑐𝑛−1) <

𝑓(𝑐1) < 𝑓(𝑐3) < ⋯ < 𝑓(𝑐𝑛)      (5) 

 

o Subkasus 1.1.2 

Akan dibuktikan untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 berlaku 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2) 

Perhatikan untuk 𝑖 ganjil maka dapat dilihat bahwa 

 
𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
) <

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
), jadi berlaku  

𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑐𝑖+1)        (6) 

 

Perhatikan pula 
𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
) <

𝑖+3

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
), dengan perkataan lain berlaku 

𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2)       (7) 

 

Dari (5) dan (6) terbukti bahwa untuk 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 berlaku 

 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2)      (8) 

 

Dengan cara yang serupa dapat dibuktikan pula 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2) untuk 𝑖 

genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 3 

 

Sehingga terbukti untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 berlaku 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2) (9) 

 

o Subkasus 1.1.3 

Akan dibuktikan untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 berlaku 𝑓(𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑖
𝑚+𝑖−3) 

Perhatikan untuk 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

                             
𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   + 1 <

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   + 2 < ⋯ <

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   +𝑚 +

𝑖−3

2
− 1 

Dengan perkataan lain untuk 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 𝑝 ∈ 𝑃 𝑓(𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ <

𝑓 (𝑣
𝑖

𝑚+
𝑖−3

2
−1
)        (10) 

Perhatikan pula untuk 𝑖 ganjil, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

 

 
𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   +𝑚 +

𝑖−3

2
+ 1 <

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   +𝑚 +

𝑖−3

2
+ 2 < ⋯ <

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   +𝑚 + 𝑖 − 2 

 

Dengan perkataan lain untuk 𝑖 ganjil, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 𝑞 ∈ 𝑄 berlaku 
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   𝑓 (𝑣
𝑖

𝑚+
𝑖−3

2 ) < 𝑓 (𝑣
𝑖

𝑚+
𝑖−3

2
+1
) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑖

𝑚+𝑖−3)    (11) 

 

Dari (10) dan (11) maka untuk 𝑖 ganjil, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 berlaku 𝑓(𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ <

𝑓(𝑣𝑖
𝑚+𝑖−3)        (12) 

 

Selanjutnya untuk 𝑖 genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan 𝑟 ∈ 𝑅, dengan cara serupa dapat 

dibuktikan (𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ < 𝑓 (𝑣
𝑖

𝑖

2
−1
)     (13) 

Selain itu untuk 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan 𝑡 ∈ 𝑇, dengan cara serupa dapat dibuktikan 

(𝑣
𝑖

𝑖

2) < 𝑓 (𝑣
𝑖

𝑖

2
+1
) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑖

𝑚+𝑖−3)     (14) 

 

Dari (13) dan (14) maka untuk 𝑖 genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 berlaku 𝑓(𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ <

𝑓(𝑣𝑖
𝑚+𝑖−3)        (15) 

 

Dari (12) dan (15) maka untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 berlaku  

 𝑓(𝑣𝑖
1) < 𝑓(𝑣𝑖

2) < ⋯ < 𝑓(𝑣𝑖
𝑚+𝑖−3)     (16) 

 

o Subkasus 1.1.4 

Akan dibuktikan untuk sembarang 𝑖 bilangan ganjil dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan sembarang 

𝑝 ∈ 𝑃, berlaku  𝑓(𝑣𝑖
𝑝
) < 𝑓(𝑣𝑖)  

Untuk sembarang 𝑝 ∈ 𝑃, dapat dilihat bahwa 
𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) − (𝑚 +

𝑖 − 3

2
) + 𝑝 <

𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) 

→ 𝑓(𝑣𝑖
𝑝
) < 𝑓(𝑣𝑖) 

Sehingga terbukti untuk 𝑖 bilangan ganjil dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan sembarang 𝑝 ∈ 𝑃, 

berlaku  𝑓(𝑣𝑖
𝑝
) < 𝑓(𝑣𝑖)       (17) 

   

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk 𝑖 bilangan genap dengan 4 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan sembarang 𝑟 ∈ 𝑅, berlaku  𝑓(𝑣𝑖
𝑟) < 𝑓(𝑣𝑖)   (18) 

 

o Subkasus 1.1.5 

Akan dibuktikan untuk sembarang 𝑖 bilangan ganjil dengan 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan sembarang 

𝑞 ∈ 𝑄, berlaku 𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) 

Untuk sembarang 𝑞 ∈ 𝑄 dapat dilihat bahwa 
𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) − (𝑚 +

𝑖 − 3

2
) + 𝑞 + 1 >

𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) 

→ 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) > 𝑓(𝑣𝑖) 

Sehingga terbukti untuk 𝑖 bilangan ganjil dengan 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan sembarang 𝑞 ∈ 𝑄, 

berlaku  𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
)        (19) 

 

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk 𝑖 bilangan genap dengan 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan sembarang 𝑡 ∈ 𝑇, berlaku  𝑓(𝑣𝑖) < 𝑓(𝑣𝑖
𝑡)   (20)  

 

o Subkasus 1.1.6 

Akan dibuktikan untuk sembarang 𝑖 bilangan ganjil dengan 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 dan 

sembarang 𝑞 ∈ 𝑄, berlaku 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) < 𝑓(𝑐𝑖+1) 

Untuk sembarang 𝑞 ∈ 𝑄, maka  𝑞 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3 < 𝑚 + 𝑖 − 2 sehingga dapat dilihat 

bahwa 
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→
𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) − (𝑚 +

𝑖 − 3

2
) + 𝑞 + 1 <

𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
) − (𝑚 +

𝑖 − 3

2
) + 𝑚 + 𝑖 − 1 

 

→ 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) < 𝑓(𝑐𝑖+1) 

Sehingga terbukti untuk 𝑖 bilangan ganjil dengan 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2  dan  sembarang 𝑞 ∈ 

Q, berlaku 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) < 𝑓(𝑐𝑖+1)       (21) 

 

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk 𝑖 bilangan genap dengan 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1  dan  sembarang 𝑡 ∈ T, berlaku 𝑓(𝑣𝑖
𝑡) < 𝑓(𝑐𝑖+1)    (22) 

 

o Subkasus 1.1.7 

Akan dibuktikan untuk sembarang 𝑖 bilangan ganjil dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 dan 

sembarang 𝑝 ∈ 𝑃, berlaku 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2
𝑝
) 

Untuk sembarang 𝑝 ∈ 𝑃 maka  1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 +
𝑖−3

2
− 1 , sehingga dapat dilihat bahwa   

→
𝑖 + 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 1

2
) <

𝑖 + 3

2
(𝑚 +

𝑖 − 1

2
) − (𝑚 +

𝑖 − 1

2
) + 𝑝 

→ 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2
𝑝
) 

 

Sehingga terbukti untuk 𝑖 bilangan ganjil dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2 dan sembarang 𝑝 ∈ 𝑃, 

berlaku 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2
𝑝
)       (23) 

 

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk 𝑖 bilangan genap dengan 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1  dan  sembarang 𝑟 ∈ 𝑅 , berlaku 𝑓(𝑐𝑖+1) < 𝑓(𝑣𝑖+2
𝑟 )   (24)  

 

 

o Subkasus 1.1.8 

Akan dibuktikan untuk sembarang untuk sembarang  𝑞 ∈ 𝑄, berlaku 𝑓(𝑣𝑛
𝑞
) < 𝑓(𝑐1) <

𝑓(𝑣2) 

Perhatikan untuk sembarang 𝑞 ∈ 𝑄 maka 𝑞 ≤ 𝑚 + 𝑛 − 3 < 𝑚 + 𝑛 − 2 dapat dilihat 

bahwa 

                             
𝑛−1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) + 𝑞 + 1 <

𝑛−1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) + (𝑚 + 𝑛 − 1) <

𝑛−1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) + 𝑚 + 𝑛                                                                    

                               → 𝑓(𝑣𝑛
𝑞
) < 𝑓(𝑐1) < 𝑓(𝑣2) 

Sehingga terbukti untuk sembarang  𝑞 ∈ 𝑄, berlaku 𝑓(𝑣𝑛
𝑞
) < 𝑓(𝑐1) < 𝑓(𝑣2) (25) 

 

Dari (4), (5), (9), (10), (14), (16), (17), (18), (19), (20), (21), (22), (23), (24), (25) diperoleh 

𝑓(𝑣1
𝑝
) < 𝑓(𝑣1) < 𝑓(𝑐2) < 𝑓(𝑣3

𝑝
) < 𝑓(𝑣3) < 𝑓(𝑣3

𝑞
) < 𝑓(𝑐4) < 𝑓(𝑣5

𝑝
) < 𝑓(𝑣5) 

 < 𝑓(𝑣5
𝑞
) < ⋯ < 𝑓(𝑐𝑛−1) < 𝑓(𝑣𝑛

𝑝
) < 𝑓(𝑣𝑛) < 𝑓(𝑣𝑛

𝑞
) < 𝑓(𝑐1) < 𝑓(𝑣2) < 𝑓(𝑣2

𝑡) 

                   < 𝑓(𝑐3) < 𝑓(𝑣4
𝑟)<  𝑓(𝑣4) < 𝑓(𝑣4

𝑡) < 𝑓(𝑐5) < 𝑓(𝑣6
𝑟) < 𝑓(𝑣6) < 𝑓(𝑣6

𝑡) < ⋯ < 

                    𝑓(𝑐𝑛−2) < 𝑓(𝑣𝑛−1
𝑟 ) < 𝑓(𝑣𝑛−1) <  𝑓(𝑣𝑛−1

𝑡 ) < 𝑓(𝑐𝑛)    (*) 

Jadi, terbukti bahwa pelabelan simpul  𝑓: 𝑉(𝐹𝑚.𝑛
′ ) → {1,2, … ,

𝑛2+2𝑚𝑛−𝑛

2
} di atas merupakan 

pelabelan injektif. 
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Selanjutnya untuk memenuhi Lemma 1 akan dibuktikan terdapat himpunan 𝑆 =

{𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐹𝑚,𝑛
′ )} terdiri dari bilangan bulat terurut. 

Akan dibuktikan himpunan 𝑆 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐹𝑚,𝑛
′ )} terdiri dari bilangan bulat terurut 

untuk sembarang  𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ 𝑇 dan  𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 dengan  

𝑆1 = {𝑓(𝑣1
𝑝
) + 𝑓(𝑐1),  𝑓(𝑐1) + 𝑓(𝑣1),  𝑓(𝑣1) + 𝑓(𝑣2), 𝑓(𝑐2) + 𝑓(𝑣2), 𝑓(𝑣2

𝑡) + 𝑓(𝑐2)|  𝑝

∈ 𝑃 dan 𝑡 ∈ 𝑇 } 

 

𝑆2 = {𝑓(𝑣2) + 𝑓( 𝑣3), 𝑓(𝑣3
𝑝
) + 𝑓(𝑐3), 𝑓(𝑐3) + 𝑓(𝑣3), 𝑓(𝑣3

𝑞
) + 𝑓(𝑐3), 𝑓(𝑣4) + 𝑓( 𝑣5), 𝑓(𝑣5

𝑝
) +

𝑓(𝑐5), 𝑓(𝑐5) + 𝑓(𝑣5), 𝑓(𝑣5
𝑞
) + 𝑓(𝑐5), … , 𝑓(𝑣𝑖−1) + 𝑓( 𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑖

𝑝
) + 𝑓(𝑐𝑖), 𝑓(𝑐𝑖) +

𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) + 𝑓(𝑐𝑖), . . , 𝑓(𝑣𝑛−1) + 𝑓( 𝑣𝑛), 𝑓(𝑣𝑛

𝑝
) + 𝑓(𝑐𝑛), 𝑓(𝑐𝑛) + 𝑓(𝑣𝑛), 𝑓(𝑣𝑛

𝑞
) + 𝑓(𝑐𝑛)| 𝑖 

bilangan ganjil 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑝 ∈ 𝑃 dan 𝑞 ∈ 𝑄} 
 

𝑆3 = {𝑓(𝑣3) + 𝑓( 𝑣4), 𝑓(𝑣4
𝑟) + 𝑓(𝑐4), 𝑓(𝑐4) + 𝑓(𝑣4), 𝑓(𝑣4

𝑡) + 𝑓(𝑐4), 𝑓(𝑣5) + 𝑓( 𝑣6), 𝑓(𝑣6
𝑟) +

𝑓(𝑐6), 𝑓(𝑐6) + 𝑓(𝑣6), 𝑓(𝑣6
𝑡) + 𝑓(𝑐6), … , 𝑓(𝑣𝑖−1) + 𝑓( 𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑖

𝑟) + 𝑓(𝑐𝑖), 𝑓(𝑐𝑖) +

𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑖
𝑡) + 𝑓(𝑐𝑖), . . , 𝑓(𝑣𝑛−2) + 𝑓( 𝑣𝑛−1), 𝑓(𝑣𝑛−1

𝑟 ) + 𝑓(𝑐𝑛−1), 𝑓(𝑐𝑛−1) +

𝑓(𝑣𝑛−1), 𝑓(𝑣𝑛−1
𝑡 ) + 𝑓(𝑐𝑛−1)| 𝑖 bilangan genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1,   𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑡 ∈ 𝑇} 

 

Misal: 𝑤 =
𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
 

Pembuktian akan dilakukan dengan dua subkasus sebagai berikut 

 

o Subkasus 1.2.1 

Akan dibuktikan anggota himpunan 𝑆1 terdiri dari bilangan bulat terurut 

Untuk sembarang 𝑝 ∈ 𝑃 maka  

{𝑓(𝑣1
𝑝
) + 𝑓(𝑐1)|𝑝 = 1,… ,𝑚 − 2}

= {
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

n + 1

2
+ 𝑝|𝑝 = 1,… ,𝑚 − 2}

= {𝑤 + 1,… ,w +m − 2} 

𝑓(𝑐1) + 𝑓(𝑣1) =
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

n + 1

2
+ 𝑚 − 1 = 𝑤 +𝑚 − 1 

 

𝑓(𝑣1) + 𝑓(𝑣2) =
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+ 𝑚 − 1 = 𝑤 +𝑚 

𝑓(𝑐2) + 𝑓(𝑣2) =
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+𝑚 = 𝑤 +𝑚 + 1 

 

{𝑓(𝑣2
𝑡) + 𝑓(𝑐2)| 𝑡 = 1,…𝑚 − 1}

= {
𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+ 𝑡 + 𝑚| 𝑟 = 1,…𝑚 − 1}  

= {𝑤 + 𝑚 + 2,𝑤 + 𝑚 + 3, . . , 𝑤 + 2𝑚} 
 

Sehingga terbukti bahwa 𝑆1 merupakan himpunan bilangan bulat terurut yaitu 𝑆1 =

{𝑤 + 1,𝑤 + 2,… ,𝑤 + 𝑚 − 2,𝑤 + 𝑚 − 1,𝑤 + 𝑚,𝑤 + 𝑚 + 1,𝑤 + 𝑚 + 2,… ,𝑤 +

2𝑚} 
 

o Subkasus 1.2.2 

Akan dibuktikan anggota himpunan 𝑆2 ∪ 𝑆3 terdiri dari bilangan bulat terurut 

                             {𝑓(𝑣𝑖−1) + 𝑓(𝑣𝑖)| 𝑖 = 3, 5, . . , n} = 

                             {𝑤 + 2𝑚 + 1,    𝑤 + 4𝑚 + 6,… ,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2)} 
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Selanjutnya, {𝑓(𝑣𝑖
𝑝
) + 𝑓(𝑐𝑖)| 𝑖 = 3, 5, … , 𝑛 dan 𝑝 ∈ 𝑃 } = {

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)  −

(𝑚 +
𝑖−3

2
) + 𝑝 +

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
) | 𝑖 = 3, 5, … , 𝑛 dan 𝑝 ∈

𝑃 }={𝑤 + 2𝑚 + 2,𝑤 + 2𝑚 + 3, . . 𝑤 + 3𝑚,𝑤 + 4𝑚 + 7,𝑤 + 4𝑚 + 8,… ,𝑤 + 5𝑚 +

6,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 1,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 2,… ,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) +

𝑚 +
𝑛+1

2
− 3} 

 

Selanjutnya, {𝑓(𝑣𝑖
𝑝
) + 𝑓(𝑐𝑖)| 𝑖 = 3, 5, … , 𝑛 dan 𝑝 ∈ 𝑃 } = {

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)  −

(𝑚 +
𝑖−3

2
) + 𝑝 +

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
) | 𝑖 = 3, 5, … , 𝑛 dan 𝑝 ∈

𝑃 }={𝑤 + 2𝑚 + 2,𝑤 + 2𝑚 + 3, . . 𝑤 + 3𝑚,𝑤 + 4𝑚 + 7,𝑤 + 4𝑚 + 8,… ,𝑤 + 5𝑚 +

6,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 1,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 2,… ,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) +

𝑚 +
𝑛+1

2
− 3} 

 

Selanjutnya, {𝑓(𝑐𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖)| 𝑖 = 3, 5, . . , n} = {
𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
) +

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)} = {

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+𝑚𝑖 +

𝑖2−2𝑖−1

2
} = {𝑤 + 3𝑚 + 1,𝑤 + 5𝑚 +

7,… ,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 𝑚 +

𝑛+1

2
− 2} 

 

Selanjutnya, 𝑓(𝑣𝑖
𝑞
) + 𝑓(𝑐𝑖)| 𝑖 = 3, 5, . . , n dan  𝑞 ∈ 𝑄 } = {

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)   −

(𝑚 +
𝑖−3

2
) + 𝑞 + 1 +

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+1

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
) | 𝑖 = 3, 5, . . , n dan  𝑞 ∈

𝑄} = {𝑤 + 3𝑚 + 2,𝑤 + 5𝑚 + 8,𝑤 + 5𝑚 + 9,… ,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 𝑚 +

𝑛+1

2
− 2 + 1,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 𝑚 +

𝑛+1

2
− 2 + 2,… ,𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) +

𝑚 + 𝑛 − 3 + 1} 

 

{𝑓(𝑣𝑖−1) + 𝑓(𝑣𝑖)| 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1} = 

{
𝑖

2
(𝑚 +

𝑖 − 4

2
) +

𝑛 + 1

2
(𝑚 +

𝑛 − 3

2
) +

𝑛 + 3

2
+
𝑖 − 2

2
(𝑚 +

𝑖

2
) | 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1} 

= {𝑤 + 3𝑚 + 3,    𝑤 + 5𝑚 + 10,… ,𝑤 +
𝑛 − 2

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3)} 

 

Selanjutnya, 𝑓(𝑣𝑖
𝑟) + 𝑓(𝑐𝑖)| 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1 dan 𝑟 ∈ 𝑅} = {

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+3

2
+

𝑖−2

2
(𝑚 +

𝑖

2
) + 𝑟 −

𝑖

2
+

𝑖

2
(𝑚 +

𝑖−2

2
) | 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1 dan 𝑟 ∈ 𝑅} =

{𝑤 + 3𝑚 + 4,𝑤 + 5𝑚 + 11,𝑤 + 5𝑚 + 12, . . , 𝑤 + (𝑛 − 2) (𝑚 +
𝑛−3

2
) + 1,𝑤 +

(𝑛 − 2) (𝑚 +
𝑛−3

2
) + 2,… ,𝑤 + (𝑛 − 2) (𝑚 +

𝑛−3

2
) + (

𝑛−1

2
− 1)}  

 

Selanjutnya, {𝑓(𝑐𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖)| 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1} = {
𝑖

2
(𝑚 +

𝑖−2

2
) +

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+3

2
+

𝑖−2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)} = {𝑤 + 3𝑚 + 5,𝑤 + 5𝑚 + 13, . . , , 𝑤 + (𝑛 − 2) (𝑚 +

𝑛−3

2
) +

(
𝑛−1

2
)} 

 

Selanjutnya, {𝑓(𝑣𝑖
𝑡) + 𝑓(𝑐𝑖)| 𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1 dan 𝑡 ∈ 𝑇} = {

𝑛+1

2
(𝑚 +

𝑛−3

2
) +

𝑛+3

2
+

𝑖−2

2
(𝑚 +

𝑖

2
) + 𝑡 + 1 −

𝑖

2
+

𝑖

2
(𝑚 +

𝑖−2

2
) |  𝑖 = 4, 6, . . , 𝑛 − 1 dan 𝑡 ∈ 𝑇} =

{𝑤 + 3𝑚 + 6,𝑤 + 3𝑚 + 7,… ,𝑤 + 4𝑚 + 5,+5𝑚 + 14,𝑤 + 5𝑚 + 15,… ,𝑤 + 6𝑚 +
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14, . . , 𝑤 +
(𝑛−2)

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3) + 1 + 1,𝑤 +

(𝑛−2)

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3) + 2 + 1,… ,𝑤 +

(𝑛−2)

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3) + (𝑚 + 𝑛 − 4) + 1}  

 

Perhatikan,  

𝑆2 ∪ 𝑆3 = {𝑤 + 2𝑚 + 1,𝑤 + 2𝑚 + 2,… ,𝑤 + 3𝑚.𝑤 + 3𝑚 + 1,𝑤 + 3𝑚 + 2,… ,𝑤

+ 4𝑚 + 5,𝑤 + 4𝑚 + 6,𝑤 + 4𝑚 + 7, . . , 𝑤 + 5𝑚 + 6,𝑤 + 5𝑚

+ 7,… ,𝑤 + 6𝑚 + 14,… ,𝑤 +
𝑛 − 1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3), 𝑤

+
𝑛 − 1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2), … , 𝑤 +

𝑛 − 1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 𝑚 + 𝑛 − 3

+ 1} 
 

Sehingga terbukti bahwa anggota himpunan 𝑆2 ∪ 𝑆3 bilangan bulat terurut. 

Dari subkasus 1.2.1 dan 1.2.2 didapat  𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 = {𝑤 + 1,𝑤 + 2,… ,𝑤 + 𝑚 − 2,𝑤 + 𝑚 − 1,𝑤 +

𝑚,𝑤 + 𝑚 + 1,𝑤 + 𝑚 + 2,… ,𝑤 + 2𝑚,𝑤 + 2𝑚 + 1,𝑤 + 2𝑚 + 2,… ,𝑤 + 3𝑚.𝑤 + 3𝑚 + 1,𝑤 + 3𝑚 +

2,… ,𝑤 + 4𝑚 + 5,𝑤 + 4𝑚 + 6,𝑤 + 4𝑚 + 7, . . , 𝑤 + 5𝑚 + 6,𝑤 + 5𝑚 + 7,… ,𝑤 + 6𝑚 + 14,… ,𝑤 +
𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 3), 𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2), … , 𝑤 +

𝑛−1

2
(2𝑚 + 𝑛 − 2) + 𝑚 + 𝑛 − 3 + 1} 

Terbukti bahwa himpunan 𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 terdiri dari 𝑚𝑛 −
𝑛

2
+

𝑛2

2
− 1 bilangan bulat terurut sehingga 

sisi dapat dilabel dengan 𝑓: 𝐸(𝐹𝑚.𝑛
′ ) → {

2𝑛(𝑛−1)

4
+𝑚𝑛 + 1, . . ,

2𝑛(𝑛−1)

4
+𝑚𝑛 +𝑚𝑛 −

𝑛

2
+

𝑛2

2
+𝑚 − 5} 

sedemikian sehingga  𝐹′𝑚,𝑛 memiliki konstanta ajaib  𝑐 =
10𝑚𝑛+5𝑛2−4𝑛+2𝑚−1

4
   

Karena sudah dibuktikan pemetaan simpul 𝑓: 𝑉(𝐹𝑚.𝑛
′ ) → {1,2, … ,

𝑛2+2𝑚𝑛−𝑛

2
} merupakan pemetaan 

bijektif dan terdapat S = S1 ∪ S2 ∪ S3 yang merupakan himpunan bilangan bulat terurut yang terdiri dari 

𝑚𝑛 −
𝑛

2
+

𝑛2

2
− 1 anggota. Maka menurut Lemma 1, F′m,n dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 3,  dengan 𝑛 bilangan 

ganjil merupakan graf super sisi ajaib. 

 Kasus 2: untuk 𝑛 genap  

Definisikan pelabelan simpul graf kembang api termodifikasi 𝐹𝑚,𝑛
′  sebagai berikut:  

 

     𝑓(𝑣𝑖) = {

𝑖+1

2
(𝑚 +

𝑖−3

2
)                                                                  

𝑛

2
(𝑚 +

𝑛−4

2
) +

𝑛+4

2
+

𝑖−2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)                

 

                   𝑓(𝑐𝑖) = {

𝑛

2
(𝑚 +

𝑛−4

2
) +

𝑛+2

2
+

𝑖−1

2
(𝑚 +

𝑖−1

2
)               

𝑖

2
(𝑚 +

𝑖−2

2
)                                                                               

 

 

 

 

 

 

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 -1  

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) =    

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
                                                                   
𝑖 − 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
)   + 𝑗                  

𝑖 − 1

2
(𝑚 +

𝑖 − 3

2
)   + 𝑗 + 1                  

                                        
𝑛

2
(𝑚 +

𝑛 − 4

2
) +

𝑛 + 4

2
+
𝑖 − 2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)    + 𝑗 −

𝑖

2
𝑛

2
(𝑚 +

𝑛 − 4

2
) +

𝑛 + 4

2
+
𝑖 − 2

2
(𝑚 +

𝑖

2
)    +  𝑗 −

𝑖

2
+ 1  

 

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1   

Jika 𝑖 ganjil, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 +
𝑖−3

2
− 1   

Jika 𝑖 ganjil, 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dan  𝑚+
𝑖−3

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3   

Jika 𝑖 genap, 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan  1 ≤ 𝑗 ≤
𝑖

2
− 1   

Jika 𝑖 genap, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 
 𝑖

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑚 + 𝑖 − 3   
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Dengan cara serupa dengan kasus 1 dapat dibuktikan definisi pelabelan diatas injektif 

dan terdapat himpunan 𝑆 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)| 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐹′(𝑚, 𝑛)}  merupakan himpunan yang 

anggotanya terdiri dari bilangan bulat terurut sehingga syarat dari Lemma 1 terpenuhi sedemikian 

sehingga untuk 𝑛 genap, 𝑛 ≥ 4 graf kembang api termodifikasi (𝐹′𝑚,𝑛) memiliki konstanta ajaib  

𝑐 =
10𝑚𝑛+5𝑛2−6𝑛+4

4
 

Sehingga dari kasus 1 dan kasus 2 terbukti bahwa terdapat pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api 

termodifikasi untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 3. ■ 

Berikut merupakan dua contoh pelabelan graf kembang api termodifikasi𝐹𝑚,𝑛
′  

Contoh 1:   Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi F5,3
′  dengan konstanta  

                   ajaib 𝑐 = 48 dapat dilihat pada Gambar 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

Gambar 2. Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api 𝐹5,3
′  

 

Contoh 2:   Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi F4,4
′  dengan konstanta  

                   ajaib 𝑐 = 55 dapat dilihat pada Gambar 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api 𝐹4,4
′  

3.  Simpulan  

Terbukti bahwa terdapat pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi untuk 𝑚 ≥ 3 dan 

𝑛 ≥ 3 dengan pelabelan seperti yang telah dijabarkan pada Teorema 2 dengan konstanta ajaib  yaitu  𝑠 =
10𝑚𝑛+5𝑛2−4𝑛+2𝑚−1

4
 untuk  n ganjil dan  𝑠 =

10𝑚𝑛+5𝑛2−6𝑛+4

4
 untuk n genap. 
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