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Abstrak

Misal G = (V,E) adalah graf terhubung sederhana dan tidak berarah dengan |V| simpul and |E| sisi. Suatu
pemetaan bijektif f dari himpunan simpul gabung himpunan sisi ke himpunan {1,2,...,|V| + |E|} disebut
sebagai pelabelan total sisi ajaib pada G jika ada konstanta s € N (disebut konstanta ajaib f) sehingga bobot sisi
uv adalah f(uw) + f(v) + f(uv) = c untuk setiap uv € E(G). Jika f:V(G) - {1,2,...,|V|} dan f:E(G) —
{IVI+1,|V]+2,...,|V] + |E|} maka f disebut pelabelan total super sisi ajaib dan G disebut graf super sisi
ajaib. Graf kembang api (firecracker) (F, x) adalah graf yang didapatkan dengan menggabungkan n buah graf
bintang-k dengan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf bintang-k. Misalkan S, ,i =
1,2,...,n adalah graf bintang, dengan m;,; = m; + 1 dan m; = m € N. Graf kembang api termodifikasi
(modified firecracker) (K ) adalah graf yang didapatkan dengan menggabungkan, graf bintang S,,, dan
lintasan P,, dengan cara satu daun dari tiap graf bintang ditempelkan pada satu simpul di B, . Pelabelan total
sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi yang akan dibuktikan pada studi ini memiliki minimal tiga buah
simpul pada graf bintang pertama (m > 3) dan minimal terdapat tiga buah graf bintang (n > 3). Pada penelitian
ini dibuktikan bahwa sembarang graf kembang api termodifikasi adalah graf total super sisi ajaib.
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1. Pendahuluan

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf. Objek kajiannya berupa graf yang secara umum
direpresentasikan oleh simpul dan sisi serta himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Konsep
pelabelan ajaib (magic labelling) diperkenalkan oleh Sadlacek tahun 1964, sedangkan konsep pelabelan
total sisi ajaib (edge magic total labelling) yang digunakan berdasarkan konsep Enomoto et al (1998).

Misal G = (V,E) dengan |V| simpul and |E| sisi merupakan graf terhubung sederhana dan tidak berarah.
Suatu pemetaan bijektif f dari himpunan simpul gabung himpunan sisi ke himpunan {1,2, ..., [V| + |E|}
disebut sebagai pelabelan total sisi ajaib pada G jika terdapat suatu konstanta ¢ € N (disebut konstanta ajaib
f) sehingga bobot sisi uv adalah f(u) + f(v) + f(uv) = s untuk setiap uv € E(G) (Enomoto et al.,
1998). Jika f:V(G) - {1,2,..,|V|} dan f:E(G) » {|V|+ 1,|V|+2,...,|V|+ |E|} maka f disebut
pelabelan total super sisi ajaib (Enomoto et al, 1998) dan G disebut graf super sisi ajaib. Pada penelitian
sebelumnya telah dilakukan pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api regular (Swaminathan &
Jeyanthi, 2006). Selain itu, telah ditemukan konstruksi pelabelan super sisi ajaib pada graf bintang-n pada
tahun 2002 oleh Lee dan Kong (Gallian, J.A., 2018).

Berdasarkan Gallian (2018), belum dibahas pelabelan super sisi ajaib untuk graf kembang api yang tak
regular. Oleh karena itu pada makalah ini akan diberikan konstruksi pelabelan super sisi ajaib untuk graf
kembang api termodifikasi.

To cite this article:
Setiawan, M.J., Chindratanata, A., & Sugeng, K.A. (2020). Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Kembang Api
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2. Hasil Penelitian

Graf kembang api (firecracker)F, , merupakan graf yang diperoleh dengan cara menggabungkan n buah
graf bintang-k dengan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf bintang-k (Chen et al,
1997). Misalkan m;,, = m; + 1 danm; = m € N. Misalkan S, adalah n buah graf bintang-m; dengan
i=1,2,..,n. Misalkan pula v;,i = 1,2,..,n adalah simpul-simpul di lintasan B, . Graf kembang api
termodifikasi (modified firecracker) F;, , adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan masing-
masing graf bintang S,,,, dengan cara satu daun dari tiap graf bintang-m; ditempelkan pada satu simpul v;
di B,. llustrasi dari graf kembang api termodifikasi diberikan di Gambar 1.

Gambar 1. Graf kembang api termodifikasi (Fy;,,)

Lemma 1 berikut ini diperlukan untuk membuktikan konstruksi pelabelan super sisi ajaib dari graf
kembang api termodifikasi.

Lemma 1 (Sepang et al, 2008). Suatu graf G dengan v = |V| simpul dan e = |E]| sisi adalah graf sisi ajaib
jika dan hanya jika terdapat suatu fungsi bijektif f:V(G) UE(G) - {1, 2, ..., [V| + |E|} sedemikian
sehingga himpunan S = {f(x) + ()| xy € E(G)} terdiri dari e bilangan bulat terurut. Dalam konstruksi
ini, f adalah pelabelan super sisi ajaib dari G dengan konstanta ajaib ¢ = v + e + s dimana s = min(S)
danS={f)+fMxy €EG)}={c—w+1),c—@W+2), ..,c—(v+e)}

Dengan menggunakan Lemma 1, pelabelan f hanya perlu didefinisikan pada himpunan simpul ke
{1,2,...,|V|} dan kemudian ditunjukkan terdapat S = {f(x) +f(y)|xy € E(F,;m)} yang anggotanya
terdiri dari bilangan bulat terurut {{c — (v + 1), ¢ — (v + 2), ..., ¢ — (v + e)} untuk menunjukan bahwa
pemetaan tersebut merupakan pelabelan super sisi ajaib.

Teorema 2. Graf kembang api termodifikasi F;, ,, adalah graf super sisi ajaib untuk m > 3 dann > 3.
Bukti:
Definisikan himpunan simpul V (F,, ;) (mengikuti Gambar 1) dan sisi E(F,, ,) dari E,, ,, sebagai berikut:

V(Fr;l_n)={vi:1SiSn}U{ci:1SiSn}U{vij:lSiSn,0SjSm+i—3}
E(Bnn) = vyl <i<n—1JU{vepl1 <i<niU{ev/:1<i<n,1<j<m+i-3}
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Banyaknya simpul dari himpunan {v;: 1 < i < n} dan {¢;: 1 < i < n} masing-masing adalah n simpul
dan banyaknya simpul dari himpunan {vij: 1<i<n,0<j<m+i-3}adalah E(Zm +n—5). Jadi
banyak simpul total dari sembarang graf kembang api termodifikasi (F,, ,) adalah n +n +g(2m +n—

n?+2mn-n

o Pelabelan simpul dibagi dalam dua kasus untuk n ganjil dan n genap.

5) =

e Kasus 1: untuk n ganjil

Definisikan pelabelan simpul E,, ,, sebagai berikut:

”_1(m ii) Jikaiganjil,l 1<i<n
2 2
fv) =197 -3 3, i-2 ‘
ﬂ(m+n_)+ﬂ+1_(m+i> Jikaigenap,2<i<n-1
2 2 2 2 2
il(m+n_—3)+n_+1+i(m+i) Jikaiganjib1<i<n
2 2 2 2

Jikaigenap,2<i<n-1

i-1 i-3 ) Jika [ ganjil, 1 < i <ndan 1SjSm+i_—3—1
3 <m+ ) + 2
i—1 i—3 . . i i-3 . .
_ <m+ ) +j+1 Jikaiganjil,3<i<ndanm+—<j<m+i-3
JAS 2 2 2
flvi) = ,
n+1 n—3 n+3 i—-2 i i Jikaigenap,4£i£n—1dan 1S]'S%—1
2 <m+ 2 )+ 2 2 (m+E) =3 ;
n+1 n—3\ n+3 i—-2 i i Jikaigenap,2<i<n—1ldan-<j<m+i-3
2 <m+ 2 )+ 2 T2 (m+E) Tt ’

n2+2mn—n}

Dari pelabelan simpul ini dapat dibuktikan bahwa f: V(E;, ) — {1,2, >

merupakan pelabelan yang injektif. Misalkan
P= {p EN:1<p Sm+?— 1}dengan i bilangan ganjil, 1 <i<n

Q ={qEN:m+i_T3SqSm+i—3}denganibilanganganjil, 3<i<n
R={reN:1Srsé—l}denganibilangangenap,4siSn—l

T={teN:éStSm+i—3}denganibilangangenap,zSiSn—l

Akan dibuktikan pelabelan simpul adalah pelabelan injektif dengan cara menunjukan untuk
sembarangp € P,q € Q,r € R, t € T berlaku

FOF) < f) < fler) < F(W]) < fws) < f(vd) < fle) < F(WE) < flws) < fF(¥d) <
e < flenor) < F(W) < f(wn) < f(vd) < fer) < f(w) < f(W3) < fle) < f(w) <

fa) < fi) < f(es) < f(g) < fwe) < f(wg) < < flen-2) < flvp-1) <
fWn-1) < f(vp-1) < flcn) ™)

Untuk membuktikan (*) terpenuhi, pembuktian akan dilakukan dalam delapan subkasus sebagai

berikut
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o Subkasus1.1.1
Akan dibuktikan (v;) < f(v3) < < f(v) < f(vy) < f(Wy) <+ < f(Wpo1).

Untuk i bilangan ganjil 1 < i < n, maka ?(m + ?) < (”z)ﬂ (m+ (i+z)_3) dengan

perkataan lain f(v;) < f(v;,,) sehingga berlaku f(v;) < f(v3) < -+ < f(v,) (1)

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula bahwa untuk i bilangan genap, 2< i <
n—1maka f(vy) < f(v,) < < f(vp-1) 2
n—3) n+1

Selain itu dapat dilihat bahwa ”TH (m +o) <= (m + ”7_3) + "T” dengan perkataan

lain £ (v,) < f(vy) 3

Dari (1), (2) dan (3) terbukti bahwa £ (v,) < f(vs) < - < f(1,) < f(vy) < f(vy) <
o < f(Wnoy) 4

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula f(c,) < f(c,) < - < fcp-1) <
fe) < flez) <+ < flep) ®)

o Subkasus1.1.2
Akan dibuktikan untuk 1 < i < n — 2 berlaku f(v;) < f(ciy1) < f(Viz2)

Perhatikan untuk i ganjil maka dapat dilihat bahwa
ﬂ(m + ﬂ) < ﬂ(m + i), jadi berlaku
2 2 2 2

f) < flciva) (6)

Perhatikan pula % (m + ?) < ? (m + ?) dengan perkataan lain berlaku

fcir) < fWis2) U]

Dari (5) dan (6) terbukti bahwa untuk i ganjil, 1 <i < n — 2 berlaku
f) < flciv1) < f(Wiy2) (8)

Dengan cara yang serupa dapat dibuktikan pula f(v;) < f(c;4+1) < f(vi42) untuk i
genap,2<i<n-—3

Sehingga terbukti untuk 1 < i < n — 2 berlaku f(v;) < f(ci41) < f(Vi42) 9)

o Subkasus1.1.3
Akan dibuktikan untuk 3 < i < n berlaku f(v}) < f(v?) < - < f(¥/"73)
Perhatikan untuk i ganjil, 1 <i<n

Zm+2Y) +1<Z(m+2E) 42< <2 (m+S) am+ ot
2 2 2 2 2 2 2

Dengan perkataan lain untuk i ganjil, 1 <i <ndanp € P f(v}) < f(v?) < - <
i-3

f (vi"” 2 ) (10)

Perhatikan pula untuk i ganjil, 3 <i<n

E(m+ﬂ) +m+i__3+1<i__1(m+i__3> +m+i__3+2<...<
2 2 2 2 2 2

Z(m+Z2) +m+i-2

Dengan perkataan lain untuk i ganjil, 3 < i < n dan q € Q berlaku
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f(”im _> <f <vim _) <o < (Y (11)

Dari (10) dan (11) maka untuk i ganjil, 3 < i < n berlaku f(v}) < f(v?) < -+ <
f(wi) (12)
Selanjutnya untuk i genap, 4 <i <n — 1danr € R, dengan cara serupa dapat
dibuktikan (v}) < f(v?) < - < f<u§‘1) (13)
Selain itu untuk i genap, 2 <i <n—1dant € T, dengan cara serupa dapat dibuktikan

(17) < f<v1> < < f(o) (14)

Dari (13) dan (14) maka untuk i genap, 4 < i < n berlaku f(v}) < f(v?) < -+ <
f(w™+?) (15)

Dari (12) dan (15) maka untuk 3 < i < n berlaku
f@H < f@p) < < f(w"*3) (16)

o Subkasus1.1.4
Akan dibuktikan untuk sembarang i bilangan ganjil dengan 1 < i < n dan sembarang
p € P, berlaku f(vF) < f(v)
Untuk sembarang p € P, dapat dilihat bahwa

i+1 i—3 i—3 i+1 i—3
2 (m+ 2 )_<m+T>+p< 2 (m+ 2 )
- f(v) < f(w)
Sehingga terbukti untuk i bilangan ganjil dengan 1 < i < n dan sembarang p € P,
berlaku f(v?) < f(v) 17)

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk i bilangan genap dengan 4 <
i <n—1dansembarang r € R, berlaku f(v]) < f(v;) (18)

o Subkasus1.1.5

Akan dibuktikan untuk sembarang i bilangan ganjil dengan 3 < i < n dan sembarang

q € Q, berlaku £ (v,) < f(v{)

Untuk sembarang q € Q dapat dilihat bahwa

i+1 i—3 i—3 i+1 i—3
7 (mr =) = () rar 1> (me )
- () > fw)

Sehingga terbukti untuk i bilangan ganjil dengan 3 < i < n dan sembarang q € Q,
berlaku f(v;) < f(v{) (19)

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk i bilangan genap dengan 2 <
i <n—1dansembarang t € T, berlaku f(v,) < f(vf) (20)

o Subkasus 1.1.6
Akan dibuktikan untuk sembarang i bilangan ganjil dengan 3 <i <n — 2 dan
sembarang q € Q, berlaku f(v{) < f(cit1)
Untuk sembarang g € Q, maka ¢ <m + i — 3 < m + i — 2 sehingga dapat dilihat
bahwa
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i+1 i—3 i—3 i+1 i—3 i—3 .
- (m+ )—(m+T>+q+1<—<m+ )—(m+T)+m+L—1

2 2 2 2
- f(vlq) < f(cis1)
Sehingga terbukti untuk i bilangan ganjil dengan 3 < i <n — 2 dan sembarang q €
Q, berlaku f(v{) < f(civ1) (21)

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk i bilangan genap dengan 2 <
i <n-—1 dan sembarang t € T, berlaku f(vf) < f(ci+1) (22)

o Subkasus 1.1.7
Akan dibuktikan untuk sembarang i bilangan ganjil dengan 1 < i < n — 2 dan
sembarang p € P, berlaku f(c;11) < f(v7,,)

Untuk sembarangp e Pmaka 1 <p <m + ? — 1, sehingga dapat dilihat bahwa
i+1< +i—1><i+3< +i—1> ( +i—1)+
N —
2 "7 2 "7 mTTT)Te
SIACTORY (Y

Sehingga terbukti untuk i bilangan ganjil dengan 1 < i < n — 2 dan sembarang p € P,
berlaku f(c;41) < f(vF,,) (23)

Dengan cara yang serupa, dapat dibuktikan pula untuk i bilangan genap dengan 2 <
i <n-—1 dan sembarang r € R, berlaku f(¢;+1) < f(v{,5) (24)

o Subkasus1.1.8
Akan dibuktikan untuk sembarang untuk sembarang q € Q, berlaku f(vy) < f(c;) <

f(v2)
Perhatikan untuk sembarang g € Q maka ¢ < m +n — 3 < m + n — 2 dapat dilihat
bahwa

nT_l(m+nT_3)+q+1<"T_1(m+n7_3)+(m+n—1)<nT_1(m+nT_3)+m+n
= f(vd) < fle) < f(v2)

Sehingga terbukti untuk sembarang q € Q, berlaku f(v,‘f) <flc)) <f(vy)) (25

Dari (4), (5), (9), (10), (14), (16), (17), (18), (19), (20), (21), (22), (23), (24), (25) diperoleh
fO) < fo) < flea) < f(v]) < fws) < f(v]) < flea) < F(WE) < f(ws)
<fWd) < < flenon) < fF(0R) < fwn) < f(0) < fle) < fva) < f(¥5)
< flea) < FWI< fvy) < FWE) < fes) < f(WE) < fwe) < f(W) < <
flenoz) < fWht) < f(0noy) < FWh_y) < flcy) *)

Jadi, terbukti bahwa pelabelan simpul f:V(Ey,,) — {1,2, di atas merupakan

pelabelan injektif.

n2+2mn—n}
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Selanjutnya untuk memenuhi Lemma 1 akan dibuktikan terdapat himpunan S =

{f() + f(»)| xy € E(Fy,,)} terdiri dari bilangan bulat terurut.

Akan dibuktikan himpunan S = {f(x) +f()|xy € E(F,;Ln)} terdiri dari bilangan bulat terurut
untuk sembarang p € P,q € Q,r € R,t e Tdan S =S; US, U S5 dengan

Sy = {f(vf) + (), fle) + f(w1), f(we) + f(w), fc) + f(wo), f(w3) + fc)| p
€ Pdant € T}

S, = {f(vz) + f( v3),f(v§’) + f(c3), fc3) + f(vs),f(vg?) +f(c3), f(va) + f( Vs)'f(vg) +
fes), fcs) + fws), f(Wd) + fcs)s oo, fWim) + f(02), fF(WF) + f e, fe) +

f@), f(v!) + flcdseo fn) + f(n), F(W) + fen), f(en) + W), f () + flea)|
bilangan ganjil 3 <i <n, p € P dan q € Q}

Sy = {f(3) + f(va), fFW) + fca), f(ca) + F (o), fF(W5) + fca), f (ws) + f(w6), f(VE) +
f(co), fco) + f(We) fWE) + f(Co)s s f(0im1) + f(0), FW]) + f ), f () +

f@L WD+ F(c)o s fWnz) + f(Vnor), fWo1) + f(Cno1), f(Cnoy) +
fn 1), fWE_)) + f(ca_q)| i bilangan genap, 4 <i<n-1, r ERdant € T}

n—3) n+1
2

Misal:wznTH(m+ .
Pembuktian akan dilakukan dengan dua subkasus sebagai berikut

o Subkasus 1.2.1
Akan dibuktikan anggota himpunan S; terdiri dari bilangan bulat terurut
Untuk sembarang p € P maka

{F@) +fledlp=1,..,m -2}
={n+1<m+n_3)+n+1+p|p=1,...,m—2}

2 2 2

={w+1,..,w+m-2}
n+1 n—3 n+1

fle)+fw) = > (m+ 2) 3 +m—-1=w+m-1
n+1 n—3 n+3

FE)+f) =" (m+ )+ e m = = w
n+1 n—3 n+3

Fle) + fv) = (m+ : ) tm=wamt1

@) +fle)lt=1,..m—-1}

n+1 n—3 n+3
={ > <m+ > )+T+t+m|r=1,...m—1}

=w+m+2,w+m+3,..,w+2m}

Sehingga terbukti bahwa S; merupakan himpunan bilangan bulat terurut yaitu S; =
w+lw+2, . ., w+tm-2,w+m—-1L,w+mw+m+1lL,w+m+2,...,w+
2m}

o Subkasus 1.2.2
Akan dibuktikan anggota himpunan S, U S5 terdiri dari bilangan bulat terurut

i) +fw)li=3,5,..,n}=

{w+2m+1, W+4m+6,...,w+n7_1(2m+n—2)}

PRISMA 2020, Vol. 3, 14-24
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Selanjutnya, {f (v/) + f(c)| i = 3,5, .. ndanPEP}—{ﬂ( "‘?) -

n+1

(m+ )+p+n—+1( +—)+—+—( T)|l=3,5,...,ndanpe
P}:{w+2m+2,w+2m+3,..w+3m,w+4m+7,w+4m+8,...,w+5m+

6,w+n—_1(2m+n—2)+1,W+n7_1(2m+n—2)+2,...,w+n7_1(2m+n—2)+

n+1

m o+ 3)

Selanjutnya, {f (v/) + f(c)li = 3,5, .. ndanPEP}—{ﬂ( "‘?) -
(m+ )+p+”_+1( +_)+n—+1+—( +ll>|l—35 ,ndanp €
}:{w+2m+2,w+2m+3,..w+3m,w+4m+7,w+4m+8,...,w+5m+
6w+=(2m+n—2)+Lw+=Q2m+n—2)+2,.,w+—=(2m+n—2) +

n+1

m+2= -3}
Selanjutnya, {f(c;) + f(v;)| i =3,5,.. n}={—( +—)+n—+1+—( +i_71)+
”_1(m+i__3)}={"+1( +—)+n—+1+ i +° 21 1}={W+3m+1,W+5m+

2 2 2
7,. W+—(2m+n—2)+m+n—+1—2}

Selanjutnya, f(v) + f(c)li = ,ndan g €Q} = {ﬂ(m +?) -
n+1

(m+ )+q+1+"—+1( +—)+—+—( T)|L=3,5,..,ndanqe
Q}z{w+3m+2w+5m+8w+5m+9 w+n—_1(2m+n—2)+m+

24 LwA S mAn - ) A m A+ - 242, w+ T (2m A n—2) +

m+n—3+1}

Fw)+fwlli=46,..,n-1}=

{l( +1—4)+n+1< +n—3>+n+3+i—2< +i> =46 1}
2m > 2m > 5 2m2|l—,,..,n

n—2
={W+3m+3, W+5m+10,...,w+T(2m+n—3)}

n+1

Selanjutnya, f(v]) + f(c;)| i =4,6,..,n—1danr € R} = {T(m+n7_3)+—+
122(m+ )+r—é+£(m+i_72)|i=4,6,..,n—1danreR}=
{W+3m+4,w+5m+11,w+5m+12,..,W+(n—2)(m+n7_3)+1,w+
(n—2)(m+n7_3)+2,...,w+(n—2)(m+n7_3)+(n;1—1)}

2

Selanjutnya, {f(c;) + f(v)|i =4,6,..,n—1} = {%(m +5 2) +"—+1( +n7_3) +
n+3 i-2

—+—(m+%)}={W+3m+5,w+5m+13,..,,w+(n—2)(m+n7_3)+

(=)

Selanjutnya,{f(v{)+f(cl-)|i=4,6,..,n—1danteT}={"T+1( +—)+n—+3+
i-2 i i i-2\, . _ _
—(m+5)+t+1—5+5(m+7)|1—4,6,..,n—1dantET}—

2
{w+3m+6,w+3m+7,...,w+4m+5,+5m+14,w+5m+15,...,w+6m+
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(n-2)
2

14,..,W+(nz;2)(2m+n—3)+1+1,w+

mzi(2m+n—3)+(m+n—4)+1}

2m+n—-3)+2+1,..,w+

Perhatikan,
SUuS;={w+2m+1,w+2m+2,..,w+3mw+3m+1L,w+3m+2,..,w
+4dm+5w+dm+6,w+4dm+7,..,w+5m+6,w+5m

n—1
+7,..,w+6m+ 14,...,w+T(2m+n— 3),w

n—1 n—1
+T(2m+n—2),...,W+T(2m+n—2)+m+n—3
+ 1}

Sehingga terbukti bahwa anggota himpunan S, U S; bilangan bulat terurut.

Dari subkasus 1.2.1dan1.2.2 didapat S=S, US, US;={w+1,w+2,..,.w+m-2,w+m—-1,w+
mw+m+1lw+m+2,..,w+2mw+2m+1l,w+2m+2,...,.w+3mw+3m+1,w+3m+
2,.,w+dm+5w+4dm+6,w+4dm+7,..,.w+5m+6,w+5m+7,..,w+6m+14,..,w+

nT_l(Zm+n—3),w+n7_1(2m+n—2),...,W+n7_1(2m+n—2)+m+n—3+1}

2
Terbukti bahwa himpunan S = S; U S, U S5 terdiri dari mn — g + n? — 1 bilangan bulat terurut sehingga

— _ 2
sisi dapat dilabel dengan f:E(FL,) — {w +mn+1,., 220 4 n 4+ mn — S+ 4m— 5}
10mn+5n?-4n+2m-1

4
n2+2mn—n}

sedemikian sehingga F',, ,, memiliki konstanta ajaib ¢ =

Karena sudah dibuktikan pemetaan simpul f: V(F,.,,) = {1,2, merupakan pemetaan

bijektif dan terdapat S = S; U S, U S5 yang merupakan himpunan bilangan bulat terurut yang terdiri dari
2

mn — =+ = — 1 anggota. Maka menurut Lemma 1, F'y, , dengan m > 3 dann > 3, dengan n bilangan

ganjil merupakan graf super sisi ajaib.

e  Kasus 2: untuk n genap

Definisikan pelabelan simpul graf kembang api termodifikasi F;, ,, sebagai berikut:

HTi(m + ?) Jikaiganjil,1<i<n-1
f(v) = _ i ;
2+ + 2+ 22 (m o+ 5) Jikaigenap, 2 <i<n
2 2 2 2 2
2(m+"—_4)+"—+2+i(m+i) Jikaiganjil,b 1<i<n—1
_J2 2 2 2 2
f(ci)_ i i-2
E(m+7) Jikaigenap,2<i<n
i—1/ -3\ Jikaiganjl,l1<i<n—1ldan 1<j<m+=2-1
2 ( 2 ) i ’
1 23 Lo . _ i3 _ . .
4 12 <m+ ) +j+1 Jikaiganjil,3<i<n-—1dan m+ 2 <j<m+i-3
flv/) =

Jikaigenap,4 <i<ndan 13}'3%—1

n( +n—4)+n+4+1—2( +i) + i

2\ 2 T2 ") YTy '

n n-—4h nt4 i-2 i L Jikaigenap,2<i<ndan-<j<m+i-3
5<m+ 2 )+ 2 2 (m+5) timgtl senap e == 2=/ =
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Dengan cara serupa dengan kasus 1 dapat dibuktikan definisi pelabelan diatas injektif
dan terdapat himpunan S = {f(x) + f(¥)| xy € E(F'(m, n)} merupakan himpunan yang
anggotanya terdiri dari bilangan bulat terurut sehingga syarat dari Lemma 1 terpenuhi sedemikian
sehingga untuk n genap, n > 4 graf kembang api termodifikasi (F',,,,) memiliki konstanta ajaib

__ 10mn+5n%-6n+4
4

Sehingga dari kasus 1 dan kasus 2 terbukti bahwa terdapat pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api
termodifikasi untuk m > 3dann > 3. m
Berikut merupakan dua contoh pelabelan graf kembang api termodifikasiF,, ,,
Contoh 1: Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi F ; dengan konstanta
ajaib ¢ = 48 dapat dilihat pada Gambar 2.

31

Gambar 2.  Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api Fs s

Contoh 2: Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi F4 , dengan konstanta
ajaib ¢ = 55 dapat dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. Pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api F; 4

3. Simpulan

Terbukti bahwa terdapat pelabelan super sisi ajaib pada graf kembang api termodifikasi untuk m > 3 dan

n = 3 dengan pelabelan seperti yang telah dijabarkan pada Teorema 2 dengan konstanta ajaib yaitu s =

10mn+5n%—4n+2m-1 .. 10mn+5n?—6n+4
" untuk nganjil dan s = —

untuk n genap.
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