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Abstrak 

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji mengenai persamaan panas pada Heat Exchanger dalam koodinat silinder 

𝑅3. Selanjutnya persamaan panas tersebut diselesaikan menggunakan Transformasi Fourier dengan kaidah invers 

dan konvolusi. Penyelesaian dilakukan dengan meninjau perpindahan panas pada Heat Exchanger secara radial dan 

aksial. Penyelesaian tersebut menghasilkan suatu persamaan solusi yang kemudian disederhanakan menjadi bentuk 

suatu fungsi eror untuk disimulasikan. Selanjutnya simulasi dilakukan dengan beberapa asumsi yakni (a) jenis pipa 

yang digunakan memiliki nilai koefisien difusivitas termal (𝐾) yang berbeda, (b) suhu awal pemanasan 50℃, dan 

(c) pemanasan dilakukan pada tiga waktu berbeda yakni saat 𝑡 = 300, 𝑡 = 600 dan 𝑡 = 900. Simulasi tersebut 

kemudian divisualisasikan dengan menggunakan MATLABR2018a. Adapun hasil yang diperoleh yakni (a) 

persamaan solusi perpindahan panas pada Heat Exchanger merupakan suatu fungsi simetris, (b) pipa Heat 

Exchanger dengan nilai koefisien difusivitas termal terbesar memiliki perpindahan panas yang terjadi lebih cepat, 

dan (c) perpindahan panas pada saat 𝑡 = 900 lebih cepat dibanding saat 𝑡 = 600 , perpindahan panas pada saat 𝑡 = 
600 lebih cepat dibanding saat 𝑡 = 300. 

Kata kunci: 

Persamaan Panas, Heat Exchanger. Transformasi Fourier, MATLABR2018a. 
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1. Pendahuluan 
Matematika merupakan cabang ilmu yang dapat dikembangkan dalam cabang ilmu yang lain. Hal ini 
didukung dengan adanya ekspresi matematika yang menyediakan bahasa secara umum, sehingga dapat 

digunakan oleh cabang ilmu lain untuk berkomunikasi secara efektif (Russel, Robinson & Wagner, 2008). 

Matematika merupakan salah satu sarana yang diperlukan untuk menyelesaikan suatu permasalahan 

kehidupan sehari-hari (Rahayu, Waluya & Wuryanto, 2012). Adapun salah satu metode atau kajian 

matematika yang konsepnya banyak diterapkan dalam menyelesaikan permasalahan sehari-hari adalah 

persamaan differensial (Rahayu, Waluya & Wuryanto, 2012). Dalam hal ini, teori modern tentang analisis 

dan persamaan differesial secara umum mencakup transformasi fourier, deret fourier, operator integral dan 

lain sebagainya (Serov, 2017). 

Persamaan differensial adalah persamaan yang memuat derivatif dari satu atau lebih variabel terikat 

yang terkait pada satu atau lebih variabel bebas (Zill & Cullen, 2009). Persamaan differensial dalam bidang 

sains dan teknologi menyatakan hubungan deterministik yang melibatkan besaran yang berubah secara 

kontinu yang dimodelkan oleh suatu fungsi dan laju perubahannya dinyatakan sebagai derivatifnya 

(Rahayu, Waluya & Wuryanto, 2012). Salah satu permasalahan yang dapat diselesaikan menggunakan 

konsep persamaan differensial adalah perpindahan panas atau Heat Transfer (Holman, 2010). Perpindahan 

panas dituliskan dalam suatu persamaan panas yang mampu menjelaskan permasalahan fisika berupa 

perambatan partikel dan energi (Maghfur & Kusumastuti, 2017). Adapun persamaan differensial yang 

mendasari peristiwa perpindahan panas adalah persamaan differensial parsial (Strauss, 2008). Persamaan 
differensial parsial memuat derivatif parsial dengan dua atau lebih variabel bebas (Chasnov, 2016). 

Panas merupakan peristiwa perpindahan energi yang terjadi akibat adanya perbedaan suhu (Tipller & 

Mosca, 2008). Laju perpindahan energi yang terjadi dalam peristiwa tersebut disebut sebagai perpindahan 

panas (Holman, 2010). Perpindahan panas dapat diketahui salah satunya pada Heat Exchanger. 

Penelitian terkait permasalahan tentang perpindahan panas telah dilakukan oleh Rahayu, Waluya & 

Wuryanto (2012), Dita & Widodo (2013), Riza & Popescu (2014), Choerunnisa & Suhardiyanto (2015). 
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Penelitian terkait metode Transformasi Fourier telah dilakukan oleh Maghfur & Kusumastuti (2017). 

Kemudian penelitian terkait dengan Heat Exchanger telah dilakukan oleh Agung & Arsana (2013), Egidi, 

Giacomini & Maponi (2018), Wang et al., (2018), Akyurek, Gelis, Sahin & Manay (2018). 

Penelitian ini merupakan suatu studi literatur dimana penulis mengkaji dan memodifikasi penelitian 

yang telah dilakukan oleh Rahayu, Waluya & Wuryanto (2012), Dita & Widodo (2013) dan Maghfur & 

Kusumastuti (2017). Rahayu, Waluya & Wuryanto (2012) menganalisis dan memodelkan perpindahan 

panas pada mesin pengering padi menggunakan metode Pemisahan Variabel. Dalam penelitian tersebut, 

objek yang digunakan adalah ruang pengering dari mesin pengering padi yang berbentuk silinder. Dita & 

Widodo (2013) menganalisis karakteristik aliran panas pada logam penghantar listrik. Dalam penelitian 

tersebut, aliran panas dianalisis menggunakan metode transformasi Laplace yang kemudian visualisasinya 

dilakukan dengan bantuan MATLAB. Maghfur & Kusumastuti (2017) menganalisis dan memodelkan 

masalah perpindahan panas pada suatu kabel panjang. Dalam penelitian tersebut panjang kabel diasumsikan 
mendekati tak hingga, sehingga model matematika untuk perpindahan panasnya dikembangkan dari 

persamaan panas pada kasus domain tak hingga. Kemudian persamaan diselesaikan menggunakan metode 

transformasi fourier. Hasil dari penelitian tersebut diperoleh suatu model penyelesaian persamaan difusi 

panas untuk suatu kabel panjang. 

Peneltian ini mengkaji permasalahan yang terkait pada bentuk umum dan penyelesaian persamaan 

panas menggunakan metode Transformasi Fourier. Kemudian persamaan panas tersebut 

diimplementasikan pada suatu Heat Exchanger yang memiliki tipe Double-pipe atau pipa ganda seperti 

ditunjukkan pada Gambar 1 berikut. 

 
Gambar 1. Heat Exchanger tipe Double-Pipe (Sumber: Russel, Robinson & Wagner, 2008) 

Persamaan panas yang dikaji yakni persamaan panas dimensi tiga dalam koodinat silinder. 

Selanjutnya solusi persamaan panas yang diperoleh disimulasikan menggunakan program 

MATLABR2018a. MATLAB merupakan bahasa pemrograman generasi keempat yang mampu 

menyelesaikan permasalahan berkaitan dengan vektor dan matriks secara sederhana (Irawan, 2012). 

2. Bentuk umum dan penyelesaian persamaan panas  

Bentuk Umum Persamaan Panas 

Dipunyai penampang balok sebagai penampang koordinat kartesius pada 𝑅3 seperti Gambar 2 berikut. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Perpindahan panas pada penampang koordinat kartesius 𝑅3 

dengan 

𝑞𝑥 : Kalor yang masuk searah sumbu 𝑋 

𝑞𝑥+𝑑𝑥  : Kalor yang keluar searah sumbu 𝑋 

𝑞𝑦 : Kalor yang masuk searah sumbu 𝑌 

𝑞𝑦+𝑑𝑦 : Kalor yang keluar searah sumbu 𝑌 

𝑞𝑧  : Kalor yang masuk searah sumbu 𝑍 

𝑞𝑧+  : Kalor yang keluar searah sumbu 𝑍 

Misalkan 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), diketahui bahwa 

1) Banyaknya panas yang masuk pada balok dari arah 𝑋, 𝑌 𝑑𝑎𝑛 𝑍 

 

𝑞𝑥 = 𝑘𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

𝑞𝑦 = −𝑘𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑦
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𝑞𝑧 = 𝑘𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑧
 

2) Banyaknya panas yang keluar dari balok 

𝑞𝑥+𝑑𝑥 = −𝑘𝐴 [
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑑𝑢

𝑑𝑥
)𝑑𝑥] 

𝑞𝑦+𝑑𝑦 = −𝑘𝐴 [
𝑑𝑢

𝑑𝑦
+
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑑𝑢

𝑑𝑦
)𝑑𝑦] 

𝑞𝑥+𝑑𝑥 = −𝑘𝐴 [
𝑑𝑢

𝑑𝑧
+
𝜕

𝜕𝑧
(
𝑑𝑢

𝑑𝑧
)𝑑𝑧] 

3) Laju perubahan panas pada balok 

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝜌. 𝑉. 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

Berdasarkan hukum pertama termodinamika atau hukum kekekalan energi yang menyatakan bahwa 

“perubahan panas sama dengan jumlah aliran panas yang masuk dikurangi dengan jumlah aliran panas yang 

keluar”, maka 
𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑞𝑧 − [𝑞𝑥+𝑑𝑥 + 𝑞𝑦+𝑑𝑦+ 𝑞𝑧+𝑑𝑧]  (1) 

Dengan mengoperasikan persamaan (1) dengan persamaan-persamaan yang diketahui, maka diperoleh 

persamaan panas dimensi tiga koordinat kartesius yakni sebagai berikut. 

𝐾 [
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝐾 =

𝑘

𝜌𝑐
   (2) 

Selanjutnya, dipunyai penampang pipa Heat Exchanger pada koordinat silinder seperti Gambar 3 

berikut. 

 
Gambar 3. Penampang pipa HE 

Diketahui bahwa: 𝑟 =  √𝑥2+ 𝑦2 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃  

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃  

𝑇𝑎𝑛 𝜃 =
𝑦

𝑥
  

Sehingga untuk menentukan persamaan panas koordinat tabung ditentukan persamaan-persamaan 

berikut berdasarkan kaidah turunan parsial dan kaidah rantai. 
 

1) 
𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
.
𝜕𝑥

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
.
𝜕𝑦

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑟
 

     =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
.
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟 cos 𝜃) +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
.
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟 sin 𝜃) +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑟
  

     = (𝑟 cos 𝜃)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+(𝑟 sin 𝜃)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

2) 
𝜕𝑢

𝜕𝜃
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
.
𝜕𝑥

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
.
𝜕𝑦

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝜃
 

     =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
.
𝜕

𝜕𝜃
(𝑟 cos 𝜃) +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
.
𝜕

𝜕𝜃
(𝑟 sin 𝜃) +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
.
𝜕𝑧

𝜕𝑟
  

 = −𝑟 sin 𝜃
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑟 cos 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

3) 
𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑟
[cos 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑦
] 

  =
𝜕

𝜕𝑟
(cos 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑟
(sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) 

  = cos2 𝜃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+sin2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

4) 
𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑢

𝜕𝜃
) =

𝜕

𝜕𝜃
[−𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ r cos 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑦
] 

= −𝑟
𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(cos 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 

= −𝑟 
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑟2 cos2 𝜃 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

5) 𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) +

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑢

𝜕𝜃
) = 𝑟2 [cos2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ sin2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 ] + [−𝑟 

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑟2 cos2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
] 
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⇔
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

1

𝑟2

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
  (3) 

Dengan mensubstitusi persamaan (3) ke persamaan (1) diperoleh 

𝐾 [
1

𝑟2

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
  (4) 

Selanjutnya, persamaan (4) disebut sebagai persamaan panas dimensi tiga pada koordinat silinder. 

Dalam hal ini, oleh sebab perpindahan panas pada pipa simetris maka tidak bergantung pada besarnya 

sudut yakni 𝜃 (Haberman, 2013). Dengan kata lain variabel 𝜃 dapat diabaikan. Hal tersebut berakibat bahwa 
𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 0 dan 

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
= 0. Sehingga, persamaan panas pada koordinat silinder dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝐾 [
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
   (5) 

Penyelesaian Persamaan 

Panas Kasus 1 

Perpindahan panas pada Heat Exchanger dipandang secara radial dengan nilai 𝑧 yang telah ditentukan 

(biasanya 𝑧 = 0). Dalam hal ini, perpindahan panas tidak bergantung pada 𝑧, sehingga 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0.  

Akibatnya persamaan panas (5) dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝐾 [
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
    (6) 

Perubahan suhu yang terjadi dalam kasus ini terpusat pada titik pusat pipa yakni pada 𝑟 = 0. Sehingga 
𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 0 dan 

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
= 0, akibatnya 

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
. Sehingga diperoleh persamaan panas yang lebih sederhana 

sebagai berikut. 

𝐾 [
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
  

⇔ 2𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
   (7) 

Kemudian, dilakukan transformasi fourier pada persamaan (7) diperoleh 

1) 𝑈(𝜇, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑢(𝑟, 𝑡)𝑒−𝑖𝜇𝑟𝑑𝑟
∞

−∞
 

2) 𝑓 [
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑟, 𝑡)] =

𝜕

𝜕𝑡
𝑈(𝜇, 𝑡) 

3) 𝑓 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] = −𝜇2. 𝑈(𝜇, 𝑡) 

Berakibat 

2𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
    

⇔ −2𝐾𝜇2𝑈(𝜇, 𝑡)   (8) 

Selanjutnya, persamaan (8) diselesaikan menggunakan kaidah invers dan konvolusi sehingga 

diperoleh solusi secara berturut-turut sebagai berikut. 

𝑢(𝑟, 𝑡) =
1

4𝜋2
∫ [ ∫ 𝑓(𝑟)𝑒−𝑖𝜇𝑟𝑑𝑟

∞

−∞

]𝑒−2𝐾𝜇
2𝑡𝑒 𝑖𝜇𝑟𝑑𝑟

∞

−∞

 

Dan 

𝑢(𝑟, 𝑡) = ∫
1

2√2𝐾𝑡
𝑒−

(𝑟−𝑦)2

8𝐾𝑡  𝑓(𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞

 

Misalkan 𝜔 =
𝑟−𝑦

2√2𝐾𝑡
 maka diperoleh 

1) 𝑦 = 𝑟 − 2𝜔√2𝐾𝑡 

2) 
𝑑𝜔

𝑑𝑦
= −

1

2√2𝐾𝑡
 

⇔ 𝑑𝜔 = −
1

2√2𝐾𝑡
𝑑𝑦 

⇔
1

2√2𝐾𝑡
= −𝑑𝜔 

3) 𝜔2 = (
𝑟−𝑦

2√2𝐾𝑡
)
2

 

=
(𝑟−𝑦)2

8𝐾𝑡
  

Berakibat 
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𝑢(𝑟, 𝑡) = ∫
1

2√2𝐾𝑡
𝑒
−
(𝑟−𝑦)2

8𝐾𝑡  𝑓(𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞

 

= ∫
1

√𝜋
𝑒
−
(𝑟−𝑦)2

8𝐾𝑡  𝑓(𝑦)
1

2√2𝐾𝑡
𝑑𝑦

∞

−∞

 

= −
1

√𝜋
∫ 𝑓(𝑦)𝑒−𝜔

2
𝑑𝜔

∞

−∞

 

Selanjutnya diberikan suatu kondisi awal 

𝑓(𝑦) = {
𝑇,             𝑟1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑟2  
0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑦 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛

 

Jika 𝑦 = 𝑟 − 2𝜔√2𝐾𝑡 , maka 
𝑟−𝑟2

2√2𝐾𝑡
≤ 𝜔 ≤ 

𝑟−𝑟1

2√2𝐾𝑡
 

Berakibat 

𝑢(𝑟, 𝑡) = −
1

√𝜋
∫ 𝑇𝑒−𝜔

2
𝑑𝜔

𝑟−𝑟1
2√2𝐾𝑡

𝑟−𝑟2
2√2𝐾𝑡

 

⇔ 𝑢(𝑟, 𝑡) = −
𝑇

√𝜋

(

 
 
∫ 𝑒−𝜔

2
𝑑𝜔

𝑟−𝑟1
2√2𝐾𝑡

0

− ∫ 𝑒−𝜔
2
𝑑𝜔

𝑟−𝑟2
2√2𝐾𝑡

0

)

 
 

 

Selanjutnya, berdasarkan definisi fungsi eror diperoleh 

𝑢(𝑟, 𝑡) = −
𝑇

√𝜋
(
√𝜋

2
𝑒𝑟𝑓 |

𝑟 − 𝑟1

2√2𝐾𝑡
| −
√𝜋

2
𝑒𝑟𝑓 |

𝑟 − 𝑟2

2√2𝐾𝑡
|) 

= −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 |

𝑟−𝑟1

2√2𝐾𝑡
| − 𝑒𝑟𝑓 |

𝑟−𝑟2

2√2𝐾𝑡
|)  (9) 

Dengan 

𝑒𝑟𝑓 |
𝑟−𝑟1

2√2𝐾𝑡
| =

2

√𝜋
∫ 𝑒−𝜔

2
𝑑𝜔

𝑟−𝑟1
2√2𝐾𝑡

0
, dan 

𝑒𝑟𝑓 |
𝑟 − 𝑟2

2√2𝐾𝑡
| =

2

√𝜋
∫ 𝑒−𝜔

2
𝑑𝜔

𝑟−𝑟2
2√2𝐾𝑡

0

 

Kasus 2 
Perpindahan panas pada  Heat Exchanger  dipandang  secara aksial sepanjang pipa heat exchanger. 

Dalam  hal  ini,  perpindahan panas tidak  bergantung  pada  𝑟,  sehingga 
𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 0 dan 

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
= 0. Akibatnya 

persamaan panas (5) dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
   (10) 

Kemudian dilakukan transformasi fourier pada persamaan (10) diperoleh 

1) 𝑈(𝛾, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑢(𝑧, 𝑡)𝑒−𝑖𝛾𝑧𝑑𝑧
∞

−∞
 

2) 𝑓 [
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑧, 𝑡)] =

𝜕

𝜕𝑡
𝑈(𝛾, 𝑡) 

3) 𝑓 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] = −𝛾2.𝑈(𝛾, 𝑡) 

Berakibat 

𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
    

⇔ −𝐾𝛾2𝑈(𝛾, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑈(𝛾, 𝑡)  (11) 

Selanjutnya, persamaan (11) diselesaikan menggunakan kaidah invers dan konvolusi sehingga diperoleh 

solusi secara berturut-turut sebagai berikut. 

𝑢(𝑧, 𝑡) =
1

4𝜋2
∫ [ ∫ 𝑓(𝑧)𝑒−𝑖𝛾𝑧𝑑𝑧

∞

−∞

] 𝑒−2𝐾𝛾
2𝑡𝑒𝑖𝛾𝑧𝑑𝑧

∞

−∞
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Dan 

𝑢(𝑧, 𝑡) = ∫
1

2√𝜋𝐾𝑡
𝑒−

(𝑧−𝑦)2

4𝐾𝑡  𝑓(𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞

 

Misalkan 𝜑 =
𝑧−𝑦

2√𝐾𝑡
, maka diperoleh 

1) 𝑦 = 𝑧 − 2𝜑√𝐾𝑡  

2) 𝑑𝜑

𝑑𝑦
= −

1

2√𝐾𝑡
 

⇔ 𝑑𝜑 = −
1

2√𝐾𝑡
𝑑𝑦 

⇔
1

2√𝐾𝑡
= −𝑑𝜑 

3) 𝜑2 = (
𝑧−𝑦

2√𝐾𝑡
)
2

 

=
(𝑧 − 𝑦)2

4𝐾𝑡
 

Berakibat 

Selanjutnya diberikan suatu kondisi awal 

𝑓(𝑦) = {
𝑇,             𝑧1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧2 
0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑦 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛

 

Jika 𝑦 = 𝑧 − 2𝜑√𝐾𝑡 , maka 
𝑧−𝑧2

2√𝐾𝑡
≤ 𝜑 ≤ 

𝑧−𝑧1

2√𝐾𝑡
 

Berakibat 

𝑢(𝑧, 𝑡) = −
1

√𝜋
∫ 𝑇𝑒−𝜑

2
𝑑𝜑

𝑧−𝑧1
2√𝐾𝑡

𝑧−𝑧2
2√𝐾𝑡

 

⇔ 𝑢(𝑧, 𝑡) = −
𝑇

√𝜋

(

 
 
∫ 𝑒−𝜑

2
𝑑𝜑

𝑧−𝑧1
2√𝐾𝑡

0

− ∫ 𝑒−𝜑
2
𝑑𝜑

𝑧−𝑧2
2√𝐾𝑡

0

)

 
 

 

Selanjutnya, berdasarkan definisi fungsi eror diperoleh 

𝑢(𝑧, 𝑡) = −
𝑇

√𝜋
(
√𝜋

2
𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧

2√𝐾𝑡
| −

√𝜋

2
𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧2

2√𝐾𝑡
|) 

= −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧1

2√𝐾𝑡
| − 𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧2

2√𝐾𝑡
|) 

Dengan 

𝑒𝑟𝑓 |
𝑧−𝑧1

2√𝐾𝑡
| =

2

√𝜋
∫ 𝑒−𝜑

2
𝑑𝜑

𝑧−𝑧1
2√𝐾𝑡

0
, dan 

𝑒𝑟𝑓 |
𝑧 − 𝑧

2√𝐾𝑡
| =

2

√𝜋
∫ 𝑒−𝜑

2
𝑑𝜑

𝑧−𝑧2
2√𝐾𝑡

0

 

3. SIMULASI 

Simulasi dilakukan dengan menerapkan solusi persamaan panas yang telah diperoleh terhadap beberapa 

jenis bahan pipa Heat Exchanger yang digunakan. Adapun koefisien konduktifitas termal dari masing- 

masing jenis bahan pipa diperlihatkan pada tabel 1 berikut. 
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Koefisien Konduktifitas Termal 

Kasus 1 
Simulasi dilakukan untuk mengetahui perpindahan panas pada pipa Heat Exchanger secara radial. Dalam 

kasus ini, perpindahan panas yang disimulasikan ditinjau pada jari-jari (𝑟) pipa dengan asumsi berikut. 
1) 𝑢(𝑟, 0) = 50℃ 

2) 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 

3) 𝑡 = 300, 𝑡 = 600, 𝑡 = 900 

Adapun persamaan solusi yang telah diperoleh ditunjukkan sebagai berikut. 

𝑢(𝑟, 𝑡) = −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 |

𝑟 − 𝑟1

2√2𝐾𝑡
| − 𝑒𝑟𝑓 |

𝑟 − 𝑟2

2√2𝐾𝑡
|) 

Dengan menerapkan persamaan solusi tersebut diperoleh hasil simulasi seperti ditunjukkan dalam 

gambar berikut. 

 

 

 

Gambar 4. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 saat 𝑡 = 300 

 

 

 

 

Gambar 5. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 saat 𝑡 = 600 

 

 

 

 

Gambar 6. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 saat 𝑡 = 900 

Kasus 2 
Simulasi dilakukan untuk mengetahui perpindahan panas pada pipa Heat Exchanger secara aksial. Dalam 

kasus ini, perpindahan panas yang disimulasikan ditinjau pada panjang (𝑧) pipa dengan asumsi berikut. 
1) 𝑢(𝑧, 0) = 50℃ 

2) 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 

3) 𝑡 = 300, 𝑡 = 600, 𝑡 = 900 

Adapun persamaan solusi yang telah diperoleh ditunjukkan sebagai berikut. 

𝑢(𝑧, 𝑡) = −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧1

2√𝐾𝑡
| − 𝑒𝑟𝑓 |

𝑧 − 𝑧2

2√𝐾𝑡
|) 

Dengan menerapkan persamaan solusi tersebut diperoleh hasil simulasi seperti ditunjukkan dalam 

gambar berikut. 
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Gambar 7. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 saat 𝑡 = 300 

 

 

 

 

 

 

Gambar 8. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 saat 𝑡 = 600 

 

 

 

 

 

Gambar 9. Perpindahan panas pada 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 saat 𝑡 = 900 

4. Penutup 

Persamaan panas pada 𝑅3 koordinat kartesius yakni 𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, dijabarkan untuk 

memperoleh persamaan panas Heat Exchanger pada 𝑅3dalam koordinat silinder. Dari hasil penjabaran 

tersebut diperoleh persamaan panas Heat Exchanger pada 𝑅3dalam koordinat silinder yakni 

𝐾 [
1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

dengan 

𝐾 merupakaan koefisien konduktifitas, 

𝑟 merupakan jari-jari pipa Heat Exchanger, r >  0,0 ≤  θ ≤  2π, 

𝑧 merupakan panjang pipa Heat Exchanger, z >  0. 
Selanjutnya perpindahan panas pada Heat Exchanger ditinjau dalam dua kasus. Kasus yang pertama 

perpindahan panas ditinjau dari titik pusat menuju dinding pipa sepanjang jari-jari pipa. Dengan kata lain, 

dalam kasus ini persamaan panas hanya bergantung pada 𝑟. Sehingga diperoleh persamaan panas sebagai 

berikut. 

2𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

Kemudian, kasus yang kedua yakni perpindahan panas ditinjau dari aliran panas sepanjang pipa. 

Dengan kata lain, dalam kasus ini persamaan panas hanya bergantung pada 𝑧. Sehingga diperoleh 

persamaan panas sebagai berikut. 

𝐾 [
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
] =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

Penyelesaian persamaan panas pada Heat Exchanger dilakukan menggunakan metode Transformasi 

Fourier. Oleh sebab persamaan panas tersebut ditinjau dalam dua kasus, maka diperoleh dua 

penyelesaian. 

a. Solusi kasus 1  

𝑢(𝑟, 𝑡) = −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 [

𝑟 − 𝑟1

2√2𝐾𝑡
] − 𝑒𝑟𝑓 [

𝑟 − 𝑟2

2√2𝐾𝑡
]) 

b. Solusi kasus 2 

𝑢(𝑧, 𝑡) = −
𝑇

2
(𝑒𝑟𝑓 [

𝑧 − 𝑧1

2√𝐾𝑡
] − 𝑒𝑟𝑓 [

𝑧 − 𝑧2

2√𝐾𝑡
]) 
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Pipa Heat Exchanger dengan nilai koefisien konduksi termal terbesar memiliki perpindahan panas 

yang terjadi lebih cepat. Selain itu, perpindahan panas yang terjadi semakin lama menjadi semakin cepat. 

Hal ini ditunjukkan oleh perpindahan panas pada saat 𝑡 = 900 lebih cepat dibanding saat 𝑡 = 600 dan 𝑡 = 
300. Permasalahan yang dibahas pada penelitian ini masih terbatas pada satu tipe Heat Exchanger dan 

penerapan solusi persamaan panas yang dikaji hanya pada kondisi awal berupa fungsi konstan. Sehingga, 

untuk penelitian selanjutnya dapat memperluas kajian pada penerapan solusi persamaan panas dengan 

kondisi awal berupa fungsi yang lain. Selain itu, penelitian selanjutnya dapat menerapkan persamaan 

dimensi tiga pada objek yang lain. Kemudian penyelesaian solusi persamaan panas menggunakan 

Transformasi Fourier dilakukan pada 𝑅3 secara langsung. 
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