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Abstrak

Dalam paper ini kami menyajikan penggunaan metode Dodgson’s Condensation dalam mencari persamaan
karakteristik dari matriks Vandermonde dan metode Newton-Raphson untuk melakukan estimasi nilai eigen dari
persamaan karakteristik matriks Vandermonde. Dengan menggunakan metode Newton-Raphson diperoleh nilai
eigen dari matriks Vandermonde dengan galat yang minim.
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1. Pendahuluan

Banyak permasalahan riil dalam fenomena kehidupan yang dapat dijelaskan melalui pemodelan
matematika. Dalam banyak kasus tidak semua model matematika tersebut dapat diselesaikan dengan mudah
menggunakan metode analitik, sehingga digunakan metode numerik untuk mencari penyelesaiannya. Salah
satu penerapan dari metode numerik ini yaitu untuk menghitung nilai eigen matriks Vandermonde.

Nilai eigen sangat penting untuk dicari karena manfaatnya sangat luas dalam kehidupan sehari-hari.
Aplikasi nilai eigen yaitu digunakan dalam persamaan gelombang Schrodinger (Ledoux, Rizea, Van Daele,
Vanden Berghe, & Silisteanu, 2009), masalah Sturm-Liouville (Kong & Zettl, 1996), analisis getaran
(Satrijo, Suprihanto, & Kholil, 2005), teori optimasi (Lewis, 2017), analisis stabilisasi (Wang, Horn, &
Strang, 2017), face recognition (Chakraborty, Kumar Saha, & Al-Amin Bhuiyan, 2012), analisis sinyal
suara (Aminudin, 2011), sistem tenaga listrik Power System Stabilizier (PSS) (Yamlecha, Hermawan, &
Handoko, 2012), sound sources in robotics (Rascon & Meza, 2017), robust power system stabilizer (Panda
& Padhy, 2008), mengamati perbedaan genotip (Yuliani, Budhiati. V., & Mashuri, 2012), dan masih banyak
lagi. Sedangkan aplikasi matriks Vandermonde sendiri tidak lain adalah analisis deret waktu, proses ARMA
(Auto Regressive Moving Average) dan persamaan Stein (Klein & Spreij, 2003). Selain itu, matriks
Vandermonde diaplikasikan dalam seismogram periode panjang (Gilbert, 2001).

Metode Dodgson’s Condensation adalah suatu metode yang digunakan untuk menghitung determinan
dari suatu matriks yang ditemukan oleh Lewis Carroll (Rice & Torrence, 2018). Selain digunakan untuk
menghitung determinan, metode ini dapat digunakan untuk mencari persamaan karakteristik dari suatu
matriks, termasuk matriks Vandermonde. Sedangkan metode Newton-Raphson merupakan salah satu
metode yang digunakan untuk mengestimasi akar-akar dari fungsi dengan pendekatan satu titik, yang mana
fungsi tersebut memiliki turunan (Munir, 2010). Metode Newton-Raphson dapat digunakan untuk
mengestimasi akar-akar persamaan karakteristik atau nilai eigen dari suatu matriks karena setiap fungsi
karakteristik memiliki turunan fungsi.
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Dengan menggunakan metode Dodgson’s Condensation akan diperoleh persamaan karakteristik suatu
matriks dengan mudah termasuk matriks Vandermonde. Sedangkan dengan metode Newton-Raphson akan
diperoleh estimasi nilai eigen dengan hasil mendekati nilai eksak. Kedua metode tersebut digunakan untuk
mempermudah dalam menghitung nilai eigen pada matriks VVandermonde berordo 3 x 3 atau lebih dengan
galat yang minimum.

2. Landasan Teori

2.1. Matriks Vandermonde
Pada bagian ini diberikan definsi tentang matriks Vandermonde seperti dinyatakan dalam (Kunze &
Hoffman, 1971), (Richard v Mises, 1964) dan (Press, Teukolsky, Vetterling, & Flannery, 2007). Matriks
Vandermonde adalah jenis matriks yang muncul pada interpolasi Lagrange dan rekonstruksi distribusi
statistik dari momen distribusi.

Contoh matriks Vandermonde berordo n X n:

1 x %% . oxt
1 xz x22 xzn—l
1 x3 X32 x3n_1
1 Xn x,? x," !

2.2. Nilai Eigen
Adapun definisi nilai eigen adalah sebagai berikut:

Jika A adalah matriks berordo n x n, maka vektor taknol x di R™ disebut vektor eigen dari A4 jika Ax
adalah perkalian skalar dari x; yaitu, jika Ax = Ax untuk suatu skalar A. Skalar A disebut nilai eigen dari A
dan x disebut vektor eigen dari A bersesuaian dengan A. Selain itu juga dinyatakan bahwa determinan AI —
A merupakan polinomial dalam A, disebut polinomial karakteristik dari A dan Persamaan det (1] — A) =
0 disebut persamaan karakteristik dari A (Anton & Rorres, 2005).

2.3. Dodgson’s Condensation

Diberikan matriks A berordo n X n, dengan n = 3, interior dari A, atau int 4, adalah matriks minor berordo
(n — 2) x (n — 2) yang berurutan dan diperoleh dengan menghapus baris pertama, kolom pertama, baris
terakhir dan kolom terakhir (Rice & Torrence, 2018).

Metode ini terdiri dari langkah-langkah berikut:

(1) Gunakan operasi baris dan kolom elementer untuk menghilangkan semua nol dari int A. Sebut
matriks ini dengan matriks A(®.

(2) Cari determinan minor berordo 2 x 2 untuk setiap empat elemen yang berdekatan dalam matriks
A© untuk membuat matriks baru A® yang berordo (n — 1) X (n — 1).

(3) Sekarang cari determinan dari setiap minor 2 x 2 yang berturutan dalam matriks A® untuk
membuat matriks berordo (n — 2) x (n — 2). Kemudian bagi setiap elemen dengan elemen yang
bersesuaian dalam interior matriks A . Sebut matriks ini dengan matriks A,

(4) Secara umum, diberikan matriks A, hitung matriks baru berordo (n —k —1) x (n—k — 1)
terdiri dari determinan minor berordo 2 x 2 yang berturutan dari A%, Untuk membuat matriks
A%+ 'hagi setiap elemen dengan elemen yang bersesuaian dalam interior matriks A%~1,

(5) Lanjutkan “memadatkan” matriks hingga bilangan satu-satu diperoleh. Bilangan terakhir adalah
det A.

2.4. Metode Horner (Ahmad, 2016)

Metode horner merupakan metode yang ditemukan oleh William George Horner yang menciptakan
algoritma yang efisien dalam mengevaluasi polinomial dalam bentuk monomial. Dalam metode numerik,
metode Horner menjelaskan proses menghampiri nilai suatu akar dari polinom dengan cepat.

Diberikan polinomial:
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B
Flx)=3ax =a taxtax . tax

=l (1)
dibagi dengan (x — k) memberikan hasil bagi H(x) dengan sisa pembagian S(x), maka akan diperoleh
hubungan sebagai berikut:

fl[szl[x—fc:l.H[x:l+S|[x:l @

Oleh karena f(x) berderajat n dan (x - k) berderajat 1, dengan metode suku banyak f(x) dibagi dengan
(x- k) makax = k.

f(k) = ank™ + ap_1 k™ + -+ ayk? + ak + aq

Dengan menggunakan algoritma, nilai f(x) dan sisa pembagian S(x) tersebut dapat disajikan dengan
menggunakan bagan. Baris pertama dalam bagan itu ditulis nilai x = k, kemudian diikuti oleh koefisien-
koefisien suku banyak. Koefisien-koefisien suku banyak disusun dari koefisien pangkat tertingginya
sampai pangkat terendahnya.

x=k | a, an_q a, a
kb, kb, kb, +
bn = an bn—l = an_]_ + kbn e bl = al + kbz bo = ao + kbl = S(x)

1.5 Aturan Pangkat pada Turunan Fungsi Aljabar (Varberg, Purcell, & Rigdon, 2007)
Jika f(x) = x™ dengan n € Z* maka

f'(x) =nx"t (3)
atau dapat ditulis

D, (x™) = nx™ L. (4)
Bukti:

fx+h)—f(x) . (x+h)"—x"
T=llm—

f1e0=lim T h

x"+nx"th+ n(n—1) x"2h% + -+ nxh™ 1t + A" — x

_u 2
= h
Rt + ML) yn2py 4 2 4 e
= ;lln;)l A = nxn1

2.5. Metode Newton-Raphson (Munir, 2010)

Dari semua metode pencarian akar yang ada, metode Newton-Raphson merupakan metode yang paling
terkenal dan paling banyak dipakai dalam dunia sains dan terapan karena konvergensinya yang paling cepat.
Ada dua pendekatan dalam menurunkan rumus metode Newton-Raphson yaitu dengan taksiran geometri
dan deret Taylor. Pada makalah ini akan digunakan pendekatan dengan deret Taylor.

Uraikan f(x,,) di sekitar x, ke dalam deret Taylor:

— 2 rr
FCtran) = FO0) + (tran = %) f/ () + S 18, 2, <6< Xy
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yang bila dipotong sampai suku orde-2 saja menjadi

fGrea) = ) + (eren = 2)f' (%)
Sehingga untuk mencari akar haruslah f(x,,.;) =0
& f@) + (s — X)) () = 0
atau

val = Wy

Jix) .
5 ) 0
%) -

Persamaan di atas merupakan rumus metode Newton-Raphson.

2.6. Analisis Galat Relatif Hampiran (Munir, 2010)
Galat relatif hampiran dapat dihitung dengan menggunakan rumus

¥+1 (6)

yang dalam hal ini a,,,; adalah nilai hampiran lelaran sekarang dan a, adalah nilai hampiran lelaran
sebelumnya.

3. Metode Penelitian

Penelitian ini diawali dengan studi literatur berupa jurnal-jurnal, buku-buku referensi, dan sumber internet
yang berkaitan dengan topik penelitian, yaitu: matriks Vandermonde, nilai eigen dan vektor eigen,
polinomial karakteristik dan persamaan karakteristik, metode Dodgson’s condensation, metode horner,
aturan pangkat pada turunan fungsi aljabar, metode Newton-Raphson, dan galat relatif hampiran.

Langkah selanjutnya setelah melakukan studi literatur adalah: 1) membuat contoh matriks
Vandermonde berordo 3 x 3, 2) mencari persamaan karakteristik dari matriks tersebut menggunakan
metode Dodgson’s condensation, 3) mencari turunan dari fungsi karakteristik, 4) menggunakan metode
Newton-Raphson untuk memperkirakan akar-akar dari persamaan karakteristik yang tidak lain adalah nilai
eigen dengan bantuan Ms Excel, 5) menganalisis galat relatif hampiran untuk memastikan hasil yang
didapat mendekati nilai eksak.

4, Pembahasan

Penelitian ini membahas contoh kasus dalam penentuan nilai eigen matriks Vandermonde. Contoh kasus
yang diberikan pada penelitian ini berupa matriks Vandermonde dengan ukuran 3 x 3.

4.1. Contoh matriks Vandermonde
Di bawah ini adalah contoh dari matriks VVandermonde berukuran 3 x 3.
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1 1 1
V=12 3 4
4 9 16

4.2. Penggunaan metode Dodgson’s Condensation
Sebelum menggunakan metode Dodgson’s Condensation untuk mencari persamaan karakteristik, kita cari
dahulu matriks AI — V.

A 00 11 1 A-1 -1 -1
AMM-V=[0 2 0|—|2 3 4|=|-2 1-3 —4
0 0 2 4 9 16 —4 -9 1-16

Persamaan karakteristik dari matriks V adalah det(AI — V) yang akan dicari dengan menggunakan
Dodgson s Condensation yang akan disajikan di bawah ini.

A=1 =1 |_ (1vr 2
'S Ll =a-na-3-2

= 2—42+3-2

=12-41+1
A=3 =1 | _h a1y
' Tl = a-»a-16)-36

= 22— 191 +48 - 36

= 22— 191 +12
2 A =140 =184 4a-12=42+6
S T
s Tl=ara-z=asn

Sehingga diperoleh:

|/1 -1 -1 -1 -1
-2 1-3 A=-3 —4
-2 1-3 A-3 -1
— -9 -9 1-16

_ | -42+1 A+1
42+6 A —191+12

P =42+1D)(A2=-192+12)— (@21 +6)(A+1)

(A—=3)det(U -V) =

A*— 2323 + 1342 + 7642 — 674+ 12 — (4A* + 101 + 6)

A —2313 489202 — 671+ 12— 422 —-101—-6

A*—2323+ 8542 - 771+ 6

A%*-232348512-771+6

Sdet(MU-V) = —

Dengan menggunakan metode Horner,

1 -23 85 =17 6
3 3 -60 7% -6 +
1 -20 25 -2 0

diperoleh det(Al — V) = A3 — 2042 + 251 — 2.
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Karena vektor eigen dari matriks AI — V bukan vektor nol, maka det(AI — V) = 0. Sehingga diperoleh
persamaan karakteristik
A3 —202%2 +254—-2=0.

4.3. Penggunaan aturan pangkat untuk mencari turunan fungsi

Dengan menurunkan f(4) = A3 —204% + 254 — 2 yang merupakan fungsi Karakteristik diperoleh
f'(2) = 322 — 402 + 25. Dengan menggunakan metode Newton-Raphson akan diperoleh nilai eigen
(akar dari persamaan karakteristik tersebut).

4.4. Penggunaan metode Newton-Raphson
Dengan menggunakan metode Newton-Raphson, diperoleh rumus untuk mencari akar-akar persamaan
karakteristik atau nilai eigen dari matriks Vandermonde tadi seperti di bawah ini.

23 —2022 + 254, — 2
3AZ — 404, + 25

)l-n+1 = An -

Selanjutnya masukkan rumus di atas ke program Ms Excel untuk mempermudah penghitungan. Untuk
mencari nilai eigen yang pertama, pilih 4y = 0. Dengan menggunakan program Ms. Excel diperoleh hasil
pada Tabel 1.

Tabel 1. Nilai eigen pertama

o Nilai
Ao 0

M 0,08

Ay 0,085842927
A3 0,085874166
A4 0,085874167
s 0,085874167
g 0,085874167

Untuk mencari nilai eigen yang kedua, pilih A, = 1. Dengan menggunakan program Ms. Excel
diperoleh hasil pada Tabel 2.

Tabel 2. Nilai eigen kedua

T Nilai

20 1
M 1,333333333
Ao 1,252818035
13 1,247708986
A4 1,247688031
15 1,247688031
16 1,247688031
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Untuk mencari nilai eigen yang ketiga, pilih 1, = 18. Dengan menggunakan program Ms. Excel
diperoleh hasil pada Tabel 3.

Tabel 3. Nilai eigen ketiga

An Nilai

Ao 18

1 18,72202166
A2 18,66677829
A3 18,66643781
Ay 18,6664378
Ag 18,6664378
A6 18,6664378

Jadi, nilai eigen dari matriks Vandermonde tersebut adalah 0,085874167, 1,247688031
dan 18,6664378.

4.5. Analisis galat relatif hampiran
Galat relatif hampiran yang diperoleh ketika menghitung nilai eigen yang pertama adalah
g — s _ 0,085874167 — 0,085874167 —o

fra =T 0,085874167

Galat relatif hampiran yang diperoleh ketika menghitung nilai eigen yang kedua adalah
Ae —As  1,247688031 — 1,247688031 0

BRAS T T 1,247688031

Galat relatif hampiran yang diperoleh ketika menghitung nilai eigen yang ketiga adalah
A — g _ 18,6664378 — 18,6664378 _

fra =T 18,6664378

Karena galat relatif hampiran yang diperoleh ketika menghitung nilai eigen pertama, kedua dan ketiga
sama dengan 0 maka nilai eigen yang diperoleh sangat dekat dengan nilai eksak.

5. Simpulan

Dalam menghitung nilai eigen matriks Vandermonde kita bisa menggunakan metode Dodgson’s
Condensation dan metode Newton Raphson. Metode Dodgson’s Condensation dipilih untuk
mempermudah kita dalam mendapatkan persamaan Kkarakteristik matriks Vandermonde. Setelah
mendapatkan persamaan karakteristik, dengan menggunakan metode Newton-Raphson kita bisa
memperoleh akar-akar persamaan karakteristik dengan konvergen yang cepat, sehingga diperoleh nilai
eigen dengan galat yang minimum dan hasil mendekati nilai eksak.
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