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Abstrak 

Model dengan data time series multivariat yang dipengaruhi oleh variabel eksogen adalah model Vector 

Autoregressive with Exogenous (VARX). Pada model VARX, berdasarkan studi empiris diperoleh data time series 

yang dicatat secara bersamaan pada sejumlah lokasi dan menghasilkan data time series spasial (space time). Dengan 

demikian, space time merupakan data yang dipengaruhi oleh waktu dan keterkaitan antar lokasi amatan. Apabila 

lokasi amatan tersebut bersifat heterogen maka digunakan model Generalized Space Time Autoregressive (GSTAR). 

Jika model VARX dikonstruksi dengan memertimbangkan lokasi amatan yang heterogen maka model gabungannya 

menjadi model Vector Autoregressive with Exogenous Generalized Space Time Autoregressive (VARX-GSTAR). 

Pengkajian model VARX-GSTAR dan estimasi parameter pada model VARX-GSTAR menjadi tujuan dari 

penelitian ini. Metode least square (LS) atau kuadrat terkecil digunakan dalam estimasi parameter pada model 

VARX-GSTAR. Hasil kajian menunjukkan bahwa model VARX-GSTAR merupakan model VARX yang 

direpresentasikan ke dalam model GSTAR dengan menggunakan orde autoregressive 𝑝 dari model VARX pada 

model GSTAR, serta dengan metode least square diperoleh estimasi parameter dengan asumsi orde autoregressive 

1 dan orde spasialnya 1. 

Kata kunci: 

Time series, exogenous, autoregressive, space time, VARX, GSTAR, least square. 
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1.  Pendahuluan  

Menurut Box et al. (1994), data runtun waktu (time series) merupakan rangkaian pengamatan terhadap 

suatu peristiwa, kejadian atau variabel yang dicatat secara berurutan dalam rentang waktu tertentu. Salah 

satu model yang menggunakan data time series multivariat dipengaruhi oleh variabel eksogen adalah 

Vector Autoregressive with Exogenous (VARX). Model VARX ialah kasus baru atau variasi dari model 

VAR dengan adanya pelibatan variabel eksogen ke dalam model VAR. Dalam model ini variabel eksogen 

memengaruhi variabel endogen. Model VARX dinotasikan VARX(p,q) dengan p adalah orde variabel 

endogen atau autoregressive sedangkan q adalah orde variabel eksogen (Ocampo & Rodriguez, 2012).  

Pada studi empiris, data time series memiliki kompleksitas seperti beberapa time series yang dicatat 

secara bersamaan pada sejumlah lokasi dan menghasilkan data time series spasial (space time). Dengan 

demikian, space time merupakan data yang dipengaruhi oleh waktu dan keterkaitan antar lokasi amatan. 

Pfiefer dan Deutsch pada tahun 1980 mengenalkan salah satu model space time yaitu model Space Time 

Autoregressive (STAR), kemudian pada tahun 2002 Borovkova mengenalkan model Generalized Space 

Time Autoregressive (GSTAR) sebagai model yang memerbaiki kelemahan dari model STAR. Model 

GSTAR dinotasikan GSTAR
1, 2( , , , )pp    dengan 𝑝 merupakan orde autoregressive dan 

1, 2 , , p  

merupakan orde spasial. Model STAR memiliki kelemahan pada asumsi parameter, hal ini yang 

menyebabkan kedua model tersebut berbeda. Lokasi amatan pada model GSTAR diasumsikan bersifat 
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heterogen, sedangkan pada model STAR diasumsikan homogen. Menurut Ruchjana, lokasi yang heterogen 

dapat dicirikan melalui karakteristik lokasi yang dikuantifikasi melalui matriks bobot lokasi (Masdin, Eni, 

& Lusiyanti, 2018). 

Beberapa penelitian yang berkaitan dengan model ini telah dilakukan. Diantaranya, metode estimasi 

untuk model VARMAX (Spliid, 1983), pengembangan teori GSTAR-1D (Huang et al., 2006), uji kausalitas 

robust granger pada VARX (Bauer & Maynard, 2006), model VAR-GSTAR pada peramalan deret waktu 

multivariat musiman (Wutsqa & Suhartono, 2010), pengkajian matriks bobot lokasi STAR (Suryamah et 

al., 2013). Kemudian, perbandingan model AR, VAR, STAR, dan GSTAR pada peramalan (Wijaya et al., 

2015), model S-GSTAR-SUR untuk peramalan data temporal spasial musiman (Setiawan et al., 2016), 

pengkajian model Sparse VARX dengan metode Kalman-Smoother (Su et al., 2016). 

Beberapa kajian penelitian yang telah dilakukan tersebut, Wutsqa & Suhartono (2010) hanya melibatkan 

variabel endogen ke dalam model. Dengan demikian, belum pernah dilakukan penelitian mengenai model 

data time series multivariat yang dipengaruhi variabel eksogen dengan memertimbangkan keterkaitan 

lokasi amatan. Oleh karena itu, dalam penelitian ini dikaji model VARX-GSTAR dan estimasi parameter 

pada model tersebut. 

2.  Hasil dan Pembahasan  

Pada pembahasan, dibahas model VARX, GSTAR, dan VARX-GSTAR, serta menurunkan ulang estimasi 

parameter pada model tersebut dengan metode least square.  

2.1.  Model VARX, GSTAR, dan VARX-GSTAR 

Menurut Ocampo & Rodriguez (2012), model VARX(p,q) ditulis sebagai 

1 1 1 1t t p t p t q t q t    − − − −= + + + + + + +z a z z x x  (1) 

dengan 

1t−z  :   vektor berukuran ( 1)m  berisi 𝑚 variabel endogen pada waktu 𝑡 dan t i− , 

    1,2, ,i p=   

a  :   vektor berukuran ( 1)m  berisi konstanta 

i  :   matriks parameter variabel endogen berukuran ( )m m  untuk setiap 

    1,2, ,i p=  

t j−x  :   vektor dari variabel eksogen pada waktu t j− , 1,2, ,j p=  

j  :   matriks parameter variabel eksogen berukuran ( )m q  untuk setiap 

   1,2, ,j p=   

t  :   vektor error berukuran ( 1)m  

Menurut Box et al. (1994), model GSTAR
1, 2( , , , )pp     ditulis sebagai 

( )
0

1 1

( ) ( ) ( )
sp

k

s sk

s k

t W t s t


  
= =

 
= + − + 

 
 z z  (2) 

dengan 

( )tz  :   vektor acak ukuran ( 1)N   pada waktu 𝑡, yaitu 1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]Nt t t t=z z z z . 

s  :   orde spasial pada autoregressive ke-𝑠 

0s  :   matriks parameter waktu ( 1,2, , )s p=  yang merupakan matriks diagonal (1) ( )

0 0( , , )N

s s    

sk  :   matriks parameter spasial ( 1, 2, , )sk =  yang merupakan matriks diagonal (1) ( )( , , )N

sk sk        

( )k
W  :   matriks bobot ukuran ( )N N  pada lag spasial ke-𝑘 

( )t  :   white noise dengan vektor mean 0 dan matriks varian kovarian 2 I  

Model VARX-GSTAR merupakan model VARX yang direpresentasikan ke model GSTAR. Model 

VARX-GSTAR menggunakan orde autoregressive 𝑝 dari model VARX pada model GSTAR. 

2.2.  Asumsi Model VARX-GSTAR 

Asumsi model VARX-GSTAR yang harus dipenuhi adalah 
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▪ Stasioneritas 

Jika suatu time series konstan pada setiap waktu maka dapat dikatakan stasioner dalam rata-rata dan 

varian pada setiap lag. Differencing merupakan suatu langkah atau tahapan yang harus dilakukan untuk 

mengatasi data time series yang tidak stasioner dalam rata-rata, sementara itu jika tidak stasioner dalam 

varian, perlu dilakukan transformasi untuk mengatasi ketidakstasioneran tersebut (Wei, 2006). Plot 

Matrix Autocorrelation Function (MACF) dapat digunakan untuk mengidentifikasi kestasioneran data 

time series multivariat dalam rata-rata, sedangkan untuk mengidentifikasi kestasioneran data time series 

multivariat dalam varian dapat dilihat melalui plot Box-Cox. 

Menurut Wei (2006), korelasi silang sampel untuk data pengamatan ke-𝑖 dan ke-𝑗 pada lag waktu 

ditulis sebagai 

, ,

1

1

2
2 2

, ,

1 1

( )( )

ˆ ( )

( ) ( )

n k

i t i j t k j

t

ij

n n

i t i j t j

t t

z z z z

k

z z z z



−

+

=

= =

− −

=

 
− − 

 



 

 (3) 

dengan 𝑧�̅� dan 𝑧�̅� merupakan rata-rata sampel dari komponen atau data pengamatan yang sepadan. 

▪ Identifikasi Model 

Pada umumnya, pemilihan orde spasial pada model GSTAR dibatasi pada orde satu, hal ini disebabkan 

orde yang lebih besar daripada satu akan tidak mudah untuk diinterpretasikan (Wutsqa, 2012). Akaike’s 

Information Criterion (AIC) digunakan untuk mengidentifikasi model VARX-GSTAR. Menurut Wei 

(2006), persamaan VAR dengan nilai AIC terkecil dipilih sebagai lag yang optimal. Perhitungan AIC 

ditulis sebagai ( )
22ˆ( ) ln p

K p
AIC p

T
=  + dengan 

1

1ˆ ˆ ˆ[ ]'
T

p t ttT =
 =  u u  adalah matriks penduga kovarian 

sisaan untuk model VAR ( )p , ˆ
tu adalah residual pada waktu ke-𝑡 untuk model VAR ( )p , 𝑇 merupakan 

banyaknya pengamatan, dan 𝐾 adalah banyaknya parameter dalam model. 

▪ Bobot Lokasi 

Permasalahan sederhana pada konstruksi model GSTAR yaitu pemilihan dan penentuan bobot lokasi. 

Pemilihan bobot lokasi pada model GSTAR menggunakan bobot lokasi normalisasi korelasi silang. 

Perhitungan bobot lokasi normalisasi korelasi silang diselesaikan dengan menormalisasikan korelasi 

silang antara satu lokasi dengan lokasi yang lainnya pada lag yang sesuai. 

Korelasi silang kedua lokasi pada lag ke-𝑘, ( ), ( )i jcorr Z t Z t k − 
 ditulis sebagai

( )
( ) , 0, 1, 2, 3,

ij

ij

i j

k
k k




 
= =    dengan ( )ij k  adalah kovarian silang antara kedua pengamatan pada lag 

ke-𝑘, i  dan 
j  adalah standar deviasi dari kedua pengamatan. Penentuan bobot lokasi ini harus 

memenuhi 

1

ˆ (1)
; 1

ˆ (1)

ij

ij ij

j iik

k

W i j W


 



=   =


dengan ˆ ( )ij k  seperti pada Persamaan (3). 

Hubungan antar lokasi ditimbulkan dari bobot lokasi. Bobot lokasi ini memberikan besar dan tanda 

hubungan antar lokasi berlainan yang bersifat fleksibel (Suhartono & Subanar, 2007). 

2.3.  Estimasi Parameter dengan Estimasi Parameter Least Square 

Least square (kuadrat terkecil) digunakan sebagai metode untuk estimasi parameter pada model VARX-

GSTAR. Menurut Gujarati dalam Deria et al. (2020), metode least square merupakan metode estimasi 

parameter yang meminimumkan jumlah kuadrat sisaan (residual). Prinsip metode least square yaitu 

mengkuadratkan error agar didapatkan error yang minimum. 

▪ Model VARX 

Metode least square digunakan dalam estimasi parameter   pada model VARX. Diasumsikan 

terbentuk model VARX (1,1), sehingga persamaan modelnya dapat ditulis sebagai 

1 1 1 1t t t t  − −= + +z z x  dengan 2~ (0, )t N  . 

Persamaan (1) dinyatakan dalam matriks sebagai 
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Model untuk pengamatan ke-𝑖 dinyatakan sebagai *

i i = +Z Z . Menurut Ocampo & Rodriguez 

(2012), persamaan model VARX untuk n pengamatan dinyatakan sebagai 
* = +Z Z  (4) 

sehingga dalam matriks sebagai 

1

1 1 1 1 1 11 1

2 1 2 2 1 22 2

1

1 1

1

1

1

p q

p q

p

n n p n n qn n
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Z Z

 

Dengan menggunakan definisi menurut Gujarati dalam Deria et al. (2020), berdasarkan Persamaan 

(4) diperoleh * = −Z Z  sehingga jumlah kuadrat sisaan model dituliskan sebagai 
' * ' *( ) ( )   = − −Z Z Z Z  
' ' * ' * ' *' *   = − − +Z Z Z Z Z Z Z Z  
' * ' *' *2  = − +Z Z Z Z Z Z . 

Berdasarkan definisi metode least square yang telah disebutkan, langkah selanjutnya yaitu 

meminimumkan jumlah kuadrat sisaan. Untuk memperoleh nilai minimum dari jumlah kuadrat sisaan 

dilakukan perhitungan berikut. 
'

' * ' *' *2
 

  



= − +


Z Z Z Z  

' * ' *' *0 2  = − +Z Z Z Z  

 ( ) ( )
1

*' * *'̂
−

= Z Z Z Z  (5) 

Dengan demikian, diperoleh estimasi parameter pada model VARX seperti pada Persamaan (5). 

▪ Model GSTAR 

Metode least square (kuadrat terkecil) digunakan dalam estimasi parameter   pada model GSTAR. 

Prinsip metode least square. Model GSTAR memiliki ( )iZ t  yang menyatakan pengamatan pada 

0,1,2, ,t T= , dengan lokasi 0,1,2, ,i N= . Model GSTAR dengan orde autoregressive 1p =  dan 

spasial 1 dinyatakan ( )

1

i

ki k =  untuk 0,1k =  ditulis sebagai 

( ) ( )

10 11 1
( ) ( 1) ( 1) ( )

Ni i

i i ij j ij
z t Z t W Z t t  

=
= − + − +  
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Persamaan (2) dinyatakan dalam matriks sebagai 
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dengan 
1
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N

i ij jj
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=
=  sehingga matriks model GSTAR ditulis sebagai 
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Model untuk pengamatan ke-𝑖 ditulis sebagai *

i i = +Z Z  sehingga masing-masing lokasi dapat 

mengestimasi parameter   secara terpisah. Persamaan model GSTAR untuk semua lokasi ditulis 

sebagai 
* = +Z Z            (6) 

sehingga dalam matriks ditulis sebagai  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

(1) ( ) ( ) 0 0

(2) ( ) ( ) 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0

(1) 0 0 ( ) ( )

(2) 0 0 ( ) ( )

( ) 0 0 ( ) ( )

N N N

N N N

N N N

Z Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z T Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z T Z T s V T s

− −  
  

− −
 
 
 

− − 
  =
 

− − 
  − −
 
 
  − −  

1
10

2
10

10

1
2

2
2

(1)

(2)

( )

(1)

(2)

( )

s

s

N

s

sk

sk

N
Nsk

T

T













   
   
    
    
    
    
    +
    
    
    
    
    
    

   

 

dengan 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

(1) ( ) ( ) 0 0

(2) ( ) ( ) 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0

, *

(1) 0 0 ( ) ( )

(2) 0 0 ( ) ( )

( ) 0 0 ( ) (

N N N

N N N

N N N

Z Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z T Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z Z T s V T s

Z T Z T s V T

− − 
 

− −
 
 
 

− − 
 = =
 

− − 
  − −
 
 
  − − 

z z

1
10

2
10

10

1
2

2
2

(1)

(2)

( )

, ,

(1)

(2)

) ( )

s

s

N

s

sk

sk

N
Nsk

T

s T







 







    
    
    
    
    
    
    = =
    
    
    
    
    
    

    

 

Dengan menggunakan definisi menurut Gujarati dalam Deria et al. (2020), berdasarkan Persamaan 

(6) diperoleh * = −Z Z  sehingga jumlah kuadrat sisaan model dituliskan sebagai  

' * ' *( ) ( )   = − −Z Z Z Z  
' ' * ' * ' *' *   = − − +Z Z Z Z Z Z Z Z  

' * ' *' *2  = − +Z Z Z Z Z Z . 

Berdasarkan definisi metode least square yang telah disebutkan, langkah selanjutnya yaitu 

meminimumkan jumlah kuadrat sisaan. Untuk memperoleh nilai minimum dari jumlah kuadrat sisaan 

dilakukan perhitungan berikut. 
'

' * ' *' *2
 

  



= − +


Z Z Z Z  
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' * ' *' *0 2  = − +Z Z Z Z  

 ( ) ( )
1

*' * *'̂
−

= Z Z Z Z  (7) 

Dengan demikian, diperoleh estimasi parameter pada model GSTAR seperti pada Persamaan (7). 

3.  Simpulan 

Berdasarkan pembahasan diperoleh dua simpulan berikut. Model VARX-GSTAR menggunakan data time 

series multivariat yang dipengaruhi variabel eksogen dengan memertimbangkan keterkaitan antara satu 

lokasi dengan lokasi yang lain. Model VARX-GSTAR merupakan model VARX yang direpresentasikan 

ke dalam model GSTAR dengan menggunakan orde autoregressive 𝑝 dari model VARX pada model 

GSTAR. Model VARX(𝑝, 𝑞) ditulis pada Persamaan (1), kemudian model GSTAR
1, 2( , , , )pp     dalam 

notasi matriks ditulis pada Persamaan (2) dengan asumsi stasioneritas, identifikasi model, dan bobot lokasi. 

Estimasi parameter pada model VARX-GSTAR menggunakan metode least square. Metode least 

square merupakan metode dengan mengkuadratkan error agar didapatkan error yang minimum. Estimasi 

parameter untuk asumsi VARX (1,1) seperti pada Persamaan (5), kemudian estimasi parameter untuk 

model GSTAR dengan orde autoregressive 1 dan orde spasialnya 1 seperti pada Persamaan (7). 
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