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Abstrak

Teorema Van Aubel pada umumnya dibangun dari sebarang bidang datar segiempat konveks . Penelitian ini
akan membahas sebuah pengembangan teorema Van Aubel khusus bidang segiempat saling silang dimana dari
keempat sisinya dibangun setengah lingkaran mengarah keluar yang masing-masing diameternya merupakan
sisi segiempat saling silang tersebut. Jika setiap titik potong busur setengah lingkaran dengan garis yang tegak
lurus diameter dan melalui pusat setengah lingkaran dihubungkan, maka dapat dibuktikan terdapat sepasang
ruas garis yang panjangnya sama serta saling tegak lurus. Pembuktian Teorema Van Aubel pada segiempat
saling silang pada tulisan ini ditunjukkan dengan menggunakan teorema aturan kosinus kekongruenan dan
kesebangunan pada segitiga, teorema segiempat ortodiagonal, dan luas segitiga.
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1. Pendahuluan

Teorema-teorema tentang segiempat sudah banyak dibahas pada tulisan-tulisan terutama di bidang
geometri, seperti teorema Morley, teorema Japanese, teorema Butterfly, dan teorema- teorema yang lain.
Salah satu teorema yang cukup terkenal dari sekian banyak teorema tentang segiempat adalah teorema
Van Aubel. Henry Van Aubel adalah seorang matematikawan yang pertama sekali mengemukakan
teorema Van Aubel pada tahun 1878 (Nishiyama, 2011). Teorema Van Aubel dikonstruksi dari segiempat
sebarang, kemudian pada setiap sisi segiempat sebarang dibangun persegi, titik-titik potong diagonal
persegi yang berseberangan dihubungkan sehingga diperoleh dua ruas garis yang sama panjang serta
saling berpotongan tegak lurus (perpendicular).

Berbagai tulisan mengenai pembuktian dan pengembangan teorema Van Aubel ini telah terlebih
dahulu dipublikasikan oleh beberapa penulis, untuk pengembangan teorema Van Aubel pada bidang
segiempat konveks antara lain (Krishna, 2016; Krishna & Dasari, 2018; Villers, 2000) serta
pengembangan lain juga dilakukan yaitu dengan memulai konstruksi dari sebuah bidang segitiga sebarang
(Maywidia, at al, 2018), pengembangan teorema Van Aubel pada segienam dengan pembuktian
menggunakan pendekatan konsep kesebangunan dan kekongruenan dipublikasikan pada tulisan (Mulyadi
et al, 2017), setelah itu ada juga yang dikembangkan dengan pembuktian menggunakan sistem
koordinat (Krishna & Dasari, 2018), sementara (Nishiyama, 2011) justru menemukan pembuktian
teorema Van Aubel dengan menggunakan bilangan kompleks, dan (Glaister, 2016; Jain, 2017)
mengembangkan dan membuktikan teorema  Van Aubel dengan menggunakan konsep ortogonal
vektor. Pada tulisan ini penulis tertarik membahas tentang pengembangan dari Teorema Van Aubel
pada segiempat saling silang.

Gagasan dan ide untuk penggunaan konsep aturan kosinus, kesebangunan dan kekongruenan banyak
tertuang dalam tulisan ( Wardiah, at al, 2016; Mashadi, at al, 2016; Mashadi, 2015[a]:66; Mashadi,
2015[b]:139; Mashadi, 2016:170, Valentika, at al, 2016). Pada tulisan ini pengembangan teorema Van
Aubel segiempat saling silang dimana sisi-sisinya dibangun setengah lingkaran mengarah keluar, untuk
menunjukkan terdapat dua ruas garis sama panjang dan saling berpotongan tegak lurus, penulis akan
membuktikan dengan menggunakan konsep-konsep yang dapat dipahami secara umum oleh siswa
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tingkat Sekolah Menengah Atas khususnya kelompok IPA yaitu konsep kesebangunan, kekongruenan,
aturan kosinus dan teorema pendukung lainnya.

Gambar 1. ilustrasi teorema Van Aubel pada segiempat.

2. Kajian teoritis

Berikut ini adalah beberapa definisi dan teorema pendukung yang digunakan untuk dapat membuktikan
pengembangan teorema Van Aubel pada segiempat saling silang.

2.1. Teorema titik tengah segitiga

Teorema 1. Pada sebarang segitiga ABC, D dan E berturut-turut merupakan titik tengah sisi AB dan AC
maka berlaku DE =% BC (Bataille, 2007).

Gambar 2. ilustrasi teorema titik tengah pada segitiga ABC.

2.2. Segiempat saling silang dan luas segiempat saling silang

Definisi 2. Suatu segiempat dinyatakan saling silang jika terdapat empat sudut interior di kedua sisi
persimpangan yang berjumlah 720° (De Villers, 2015).

Definisi 3. Secara umum luas segiempat konveks merupakan jumlah luas dua segitiga yang dipartisi
oleh sebuah diagonal, demikian juga untuk kasus bidang datar segiempat nonkonveks dan segiempat
saling silang, luasnya dapat dipartisi menjadi jumlah luas dua segitiga yang dibatasi oleh sebuah diagonal,
perbedaannya hasil dari luas segitiga yang dipartisi harus berpedoman pada aturan clockwise atau
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counter clockwise , dimana luas segitiga dapat dianggap sebagai positif atau negatif sesuai dengan arah
titik sudut segitiga searah jarum jam atau sebaliknya, misalnya untuk luas segitiga ABC atau ditulis
(ABC) = (BCA) = (CAB) = - (CBA) = - (ACB) = - (BAC). Hal ini disebuat aturan clockwise atau aturan
searah jam. Berdasarkan aturan clockwise tersebut luas segiempat saling silang ABCD diperoleh dengan
rumus berikut:

(ABCD) = (ABC) + (CDA) = (ABC) — (ADC)
(ABCD) = (ABD) + (BCD) = (ABD) - (BDC)

karena luas segiempat saling silang harus menghasilkan nilai yang positif, sehingga rumus luas sebarang
segiempat saling silang ABCD dapat didefinisikan dengan (ABCD) (De Villers, 2015).

(ABCD)= (ABC) + (CDA) = (ABC) - (ADC) = (ABD) - (BDC) =|(ABO) — (CDO)|

Gambar 3. (a) ilustrai segiempat konveks ABCD; (b) ilustrasi segiempat saling silang ABCD.
2.3. Teorema Van Aubel bidang segitiga

Teorema 4. Diberikan sebarang segitiga ABC, masing-masing sisi AB dan AC dibangun persegi
mengarah keluar, maka panjang ruas garis yang menghubungkan titik tengah AC ke masing-masing titik
pusat atau titik potong diagonal persegi yang dibangun adalah sama panjang dan saling tegak lurus
(Gardner, 1992).

Gambar 4. ilustrasi teorema Van Aubel pada segitiga.

2.4. Teorema segiempat ortodiagonal
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Teorema 5. Untuk sebarang segiempat ABCD, segiempat tersebut dikatakan ortodiagonal jika dan
hanya jika AB? +CD? = AD? + BC? (Josefsson, 2012).

3. Hasil dan Pembahasan

Teorema 6. Pada sebarang segiempat saling silang ABCD, keempat sisinya dibangun setengah lingkaran
yang dilukis searah jarum jam mengikuti titik simpul masing-masing diameternya atau setengah lingkaran
yang mengarah keluar (outer Napoleon semicircle). Titik P, Q, R, dan S berturut-turut merupakan titik
potong masing-masing busur setengah lingkaran dengan garis yang tegak lurus pada titik tengah diameter
AB, BC, CD, dan AD. jika masing-masing titik tersebut saling dihubungkan maka diperoleh PR = QS dan
PR tegak lurus QS.

Gambar 5. ilustrasi pengembangan teorema Van Aubel pada segiempat saling silang, masing-masing
sisi segiempat dibangun setengah lingkaran searah jarum jam sesuai titik simpul masing-
masing diameternya atau mengarah keluar (outer Napoleon semicircle).

Bukti: Akan dibuktikan PR = QS. Tarik diagonal luar BC, misalkan M titik tengah diagonal luar BD, AB
=a,BC=Dhb,CD =c, AD =d, U titik tengah AB, V titik tengah BC, W titik tengah CD, dan X titik tengah
AD. Selanjutnya akan ditentukan panjang PM dengan menggunakan aturan kosinus. pandang A PUM
diperoleh

PM?2 =PU? +UM? - 2PU.UMcos(ZPUM)

1

berdasarkan  teorema  titik tengah pada A ABD, panjang UM=%AD=2d, dan

/BUM = /BAD = /MXD (sudut sehadap) maka berlaku

PM? = (2 a)? + Ed)2 -2 a)( 2 d) cos (90° + ~BUM)
2 2 2 72
2 1 2. 1.2 1 o
PM :(Ea) +(§d) —Eadcos(go + ZBUM)

PM? =(%61)2 +(%d)2 —%ad cos(90° + Z/BAD)
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PM? :(l a)? + (Ed)2 L [c0s90° cos /BAD - sin 90° sin ~BAD]
2 2 2

pm2=2a2 142 Lagsinsman (1)
4 4 2

pandang A MXS diperoleh panjang MS dengan menggunakan aturan kosinus

MS? = MX? + XS? — 2MX.XS cos (LMXS)

berdasarkan teorema titik tengah pada segitiga ABD,panjang MX =% AB= % a, maka berlaku
MS?2 = (% a)? + (%d)z - 2(% a)(%d )cos(90° + ZMXD)

Ms? =(%61)2 +(%d)2 —%ad cos(90° + ZMXD)

MS? :(%a)z +(%d)2 —%ad cos(90° + ZBAD)

MS? = (% a)? + (%d)2 —%ad [c0s90° cos ZBAD - sin 90° sin ZBAD]

Ms? =1a? + 142 + LadsinsBAD 2)
4 4 2

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh bahwa

PM = MS (3)

Selanjutnya berdasarkan teorema titik tengah pada A BCD, panjang MV=%CD=%C,

MW = % BC :%b dan ZMVB= £ZBCD = ZMWD . pandang A MVQ maka berlaku
MQ? =QV 2 + MV 2 —2QV.MV cos(£QVM)

2 1. 1 . o1 1 o

MQ* = (—2 b) + (—2 C) 2(—2 b)(—2 ¢)cos(90” — ZMVB)
2_ 1,2 1 2 1 o

MQ* = (—2 b)* + (—2 c) 3 bccos(90° — LMVB)

MQ? = (% b)% + (% c)? —%bc(cosQOO cos ZBCD +sin 90° sin /BCD)
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MQ? _1pe +%CZ —%bc sin «BCD (4)

4

pandang A MWR maka berlaku
MR? = RW? + MW 2 — 2RW.MW cos (ZMWR)

2_ o 2 otod o_
MR? = (5.0)° + (5 b)° ~2(; €)(5 b)cos (90° — ZMWD)

MR? :(10)2 +(%b)2 —%bccos(QOO - ZMWD)

2

MR? = (l c)? + (lb)2 —lbc(cos%O cos /BCD + sin 90° sin ~BCD)
2 2 2

MR? =1p2 +1¢2 ~Lpcsin sBCD (5)
4 4 2
Dari persamaan (3) dan (4) diperoleh bahwa
MQ = MR (6)
Selanjutnya akan dikonstruksi A PAS, panjang PS diperoleh dengan menggunakan aturan kosinus

PS? = PA? + SA? — 2PA.SAcos (ZPAS)
2,1 2, A 2 1 1 o 0
PS? = (Eaﬁ) + (Edﬁ) - 2(Eaﬁ)(§dﬁ).cos(45 + ZBAD + 45°)

ps2 =152 +%d2 +ad sinZBAD (7)

2
Dari persamaan (1), (2) dan (7) diperoleh
PS? =PM 2 + MS?
akibatnya

PM L MS (8)

Selanjutnya akan dikonstruksi A QCR, panjang QR diperoleh dengan menggunakan aturan kosinus

QR? =QC? + RC?% - 2QC.RC cos ZQCR
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Gambar 6. partisi segiempat saling silang ABCD yang memuat A QCR.

Pandang A QCR, A QCD, A BCD pada Gambar 6, misal /BCR=a, ZQCD=/ maka
a+/BCD=f+ /BCD=45°, akibatnya o= dan ZQCR=90° — /BCD.

Selanjutnya diperoleh

QR? =(%b\/§)2 + (%c\/i)2 —2(%b\/§)(%cx/§).cos(90° —~ ZBCD)

QR? =%b2 +%c2 —bcsin .BCD 9)
Dari persamaan (4), (5) dan (9) diperoleh

QR? =MQ? + MR?

akibatnya

MQ L MR (10)

Gambar 7. ilustrasi PM = MS, PM 1L MS , MQ=MR, dan MQ L MR
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Pandang A PMR maka berlaku aturan kosinus

PR? =PM 2 + MR? — 2PM.MR cos /PMR

PR? =PM? + MR? — 2PM.MRc0s(90° — /RMS) (11)
Pandang A QMS maka berlaku aturan kosinus

QS? = MQ? + MS? — 2MQ.MS cos ZQMS

QS? = MQ? + MS? — 2MQ.MS cos(90° — ZRMS)

Dari persamaan (3) dan (6) diperoleh bahwa PM = MS dan MQ = MR, sehingga

QS2 =PM? + MR? — 2PM.MRcos(90° — /RMS) (12)
Berdasarkan persamaan (11) dan (12) diperoleh PR? =QS?, akibatnya diperoleh PR = QS.

Bukti Alternatif. Dari A PMR dan A QMS pada gambar 6 akan ditunjukkan PR = QS dengan
menggunakan konsep kekongruenan segitiga sebagai berikut

PM = MS (sisi)
Z/PMR = ZQMR =90° — ZRMS (sudut)
MR = MQ (sisi)

karena A PMR dan A QMS memenubhi sifat kekongruenan segitiga, hal ini menunjukkan PR = QS.

Selanjutnya akan ditunjukkan PR dan QS berpotongan tegak lurus dengan menggunakan hubungan antara
sudut pada segitiga.

Gambar 8. ilustrasi perpanjangan PR memotong QS di Y, perpanjangan RM dan QS berpotongan di
titik T .
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Bukti alternatif 1. Berdasarkan gambar 8, Y adalah titik potong perpanjangan garis PR dengan QS, dan
T merupakan titik potong perpanjangan masing-masing garis QS dan MR. Diketahui A PMR dan A QMS
merupakan dua segitiga yang kongruen, dengan memisalkan #/MRP = /MQS =a dan ZQTM = akan

diperoleh ZMQT = £TRY =180° —a.

Pandang A TMQ diperoleh

ZMQT + ZQTM =90°,

(180° — ) + f=90°,

a—f=90° (13)
Pandang A RTY diperoleh

ZTRY + ZRTY + ZTYR =180°,

(180° —) + B+ LTYR=180°,

LTYR=0-p (14)

Dari persamaan (13) dan (14) diperolen Z/TYR =90°, sehingga diperoleh PR tegak lurus QS.

Bukti alternatif 2. Berikut ini akan ditunjukkan PR tegak lurus QS menggunakan konsep luas segitiga
dan teorema ortodiagonal. Berdasarkan gambar 9 akan dikonstruksi segiempat nonkonveks PQRS dengan
diagonal PR dan diagonal luar QS, selanjutnya ditentukan panjang PQ, QR, RS, dan PS diperoleh
menggunakan aturan kosinus

PQ? = PB? + BQ? — 2PB.BQ cos (~PBQ)
PQ2 =(%a\/§)2 + (%b\/i)2 - 2(%a\/§)(%b\/§).cos(900 + ZABC)

PQ? =%a2 +%b2 +ab sinZABC

dari persamaan (9) diperoleh
2 1 2 1 2 H
QR =§b +§c —bcsin £BCD

selanjutnya RS diperoleh dengan aturan kosinus

RS? =RD? + SD? — 2RD.SD cos /RDS
2 1 2 1 2 1 1 R
RS =(EC\/§) +(§d\/§) —Z(Ecﬁ)(gdﬁ).cos(% — ZADC)

RS2 :%cz +%d2 —cd sin ZADC

dari persamaan (7) diperoleh

pPS? =%a2 +%d2 +ad sin/BAD
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Gambar 9. segiempat nonkonveks PQRS dengan diagonal PR dan QS.

Selanjutnya akan ditentukan hubungan PQ? RS?2,QR?, dan PS?dengan cara berikut,

PQ? + RS? —QR?2 - PS? :(%a2 +%b2 +absin4ABC)+(%cz +%d2 —cd sin Z/ADC )

—(%b2 +%CZ —bcsin ABCD)—(%a2 +%d2 +ad sin/BAD),

akibatnya diperoleh

PQ? + RS? —QR?2 — PS? =absin ZABC —cd sin ZADC + bcsin #BCD —ad sin Z/BAD

Berdasarkan luas segitiga (ABC) :%absin ZABC, (ADC) :%cd sin ZADC, (BCD):%bcsin ZBCD,

dan (ABD) :%ad sin #/BAD , maka diperoleh

PQ? + RS2 —QR? — PS2 =2(ABC) — 2(ADC) + 2(BCD) — 2(ABD)

Berdasarkan gambar 9 dan aturan clockwise pada segiempat saling silang (BCD) = - (BDC) diperoleh
PQ? + RS% —QR? — PS? = 2[((ABC) — (ADC)) — ((ABD) — (BDC))]

Selanjutnya berdasarkan luas segiempat saling-silang pada definisi 2, diperoleh

PQ? + RS? —QR? — PS? =2[(ABCD) — (ABCD)] =0

sehingga diperoleh

PQ? + RS? =QR? + PS?

Berdasarkan teorema 5 telah ditunjukkan bahwa segiempat PQRS adalah segiempat ortodiagonal yang
mengakibatkan diagonal PR tegak lurus diagonal QS atau PR L QS .

Dari hasil dan pembahasan diatas maka teorema 6 telah terbukti. [ |
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4. Simpulan

Dari pembahasan diatas dapat disimpulkan bahwa teorema Van Aubel dapat diterapkan pada segiempat
saling silang dengan mengkonstruksi setengah lingkaran pada masing-masing keempat sisinya, sehingga
dapat ditemukan ada dua ruas garis dengan panjang yang sama serta saling tegak lurus. Hal ini dapat
dibuktikan dengan menggunakan beberapa definisi dan teorema pendukung yang dapat dipahami oleh
siswa setingkat SMA.
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