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Abstrak

Misal G graf terhubung dan sederhana dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Graf G(V,E)
dengan |[V(G)| = p dan |E(G)| = q disebut memiliki pelabelan total sisi trimagic jika terdapat pemetaan
bijektif f : VUE — {1,2,3, ..., p + q} sehingga untuk setiap sisi uv € E(G), nilai f (w) + f (uv) + f(v) adalah
konstanta k;, k,, dan k5. Pelabelan total sisi trimagic disebut sebuah pelabelan total sisi trimagic super dari
sebuah graf G jika titik diberi label himpunan bilangan {1,2,3, ..., p}. Pada penelitian ini, ditentukan pelabelan
total sisi trimagic super dari graf Dragon Pendant DP,(m), dengan n = 3 dan m > 2. Hasil penelitian
menunjukkan graf Dragon Pendant DP,(m) memuat pelabelan total sisi trimagic dengan nilai k; = 5n +

3m—1,k, =4n+3m, k3 = wuntukmgenap dannilaik; = 5n+3m—1,k, =4n+3m, k3 =
8n+527m—3 untuk m ganjil.
Kata kunci:

Pelabelan sisi trimagic, Pelabelan total sisi trimagic, Pelabelan total sisi trimagic super, Graf Dragon Pendant.
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1. Pendahuluan

Pelabelan pada suatu graf menurut (Wallis, 2001) adalah suatu fungsi yang memetakan elemen suatu graf
(himpunan titik, himpunan sisi, atau himpunan titik dan sisi) ke bilangan bulat posititif. Pelabelan graf
dibagi menjadi beberapa jenis pelabelan seperti pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan
total disebut sebagai pelabelan super jika dan hanya jika setiap titik pada graf mempunyai label yang lebih
kecil daripada label sisinya. Jumlah semua label yang berhubungan dengan suatu elemen (titik atau sisi)
dari suatu graf disebut bobot.

Dalam perkembangannya banyak kajian yang membahas tentang pelabelan. Pada tahun 1964, pelabelan
magic petama kali diperkenalkan oleh(Sedlack, 1964), kemudian dikembangkan oleh (Rosa, 1970) menjadi
pelabelan total sisi magic. Suatu graf G(V,E) dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = q disebut memiliki
pelabelan total sisi magic jika terdapat pemetaan bijektif f : VUE — {1,2,3,...,p + q} sehingga untuk
setiap sisi uv e E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v) adalah konstanta magic. Girija dan Elumalai
membuktikan bahwa cycle C, dengan P; chords memuat pelabelan total sisi magic (L. Girija, 2014).
Kemudian pada tahun 2004 pelabelan bimagic diperkenalkan oleh (Babujee, 2004). Suatu graf G(V,E)
dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = q disebut memiliki pelabelan total sisi bimagic jika terdapat pemetaan
bijektif f : VUE - {1,2,3,...,p + q} sehingga untuk setiap sisi uv € E(G), nilai f(w) + f(uv) + f(v)
adalah konstanta k4, dan k.

Pelabelan total sisi trimagic pada graf pertama kali diperkenalkan oleh Jayasekaran pada tahun
2013(C.Jayasekaran, 2013). Suatu graf G(V,E) dengan |V(G)| = p dan |[E(G)| = q disebut memiliki
pelabelan total sisi trimagic jika terdapat pemetaan bijektif f : V U E — {1,2,3,...,p + g} sehingga untuk
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setiap sisi uv € E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v) adalah konstanta k,, k,, dan k. Pelabelan total sisi
trimagic disebut sebuah pelabelan total sisi trimagic super dari sebuah graf G jika titik diberi label
himpunan bilangan {1,2,3, ...,p}. Pada tahun 2017 Jayasekaran dan Flower membuktikan bahwa graf
umbrella, graf dumb bell, dan graf circular ladder memuat pelabelan total sisi trimagic super (J. Flower,
2017). Kemudian pada tahun yang sama Jayasekaran dan flower juga membuktikan bahwa graf mobius
ladder, graf book, dan graf dragon memuat pelabelan total sisi trimagic super(C. Jayasekaran, 2017).

Graf Dragon Pendant menurut (Wantika, 2015) adalah graf Dragon yang pada setiap titik bagian kepala
yang tidak terhubung dengan ekor ditambahkan pendant. Graf Dragon Pendant dinotasikan DB, (m). Pada
penelitian ini akan membuktikan bahwa Dragon Pendant DB,(m) dengan n = 3 dan m = 2, memiliki
pelabelan total sisi trimagic super.

2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah kajian pustaka yaitu dengan mempelajari
berbagai referensi dari buku-buku, jurnal maupun tulisan mengenai teori graf khususnya pelabelan
trimagic. Langkah-langkah menentukan pelabelan total sisi trimagic dari graf Dragon Pendant
DP, (m)sebagai berikut.
(1) Menentukan titik dan sisi pada graf Dragon Pendant DB, (m).
(2) Menentukan label titik dengan label 1,2, ..., |V(G)]|, kemudian label sisi dengan label |V(G)| +
LIV +2,..,[V(G)| + |EG)].
(3) Mengkombinasikan label titik dan sisi dengan memperhatikan teknik pelabelan total sisi trimagic
super sehingga diperoleh barisan bobot sisi.
(4) Menentukan pola umum pelabelan total sisi trimagic super pada graf Dragon Pendant DB, (m).
(5) Menentukan nilai k4, k,, dan k5 yang diperoleh dari pola umum pelabelan total sisi trimagic super
pada graf Dragon Pendant DB, (m).
(6) Membangun teorema untuk membuktikan kebenaran pola pelabelan total sisi trimagic pada graf
Dragon Pendant DB, (m).
(7) Membuat kesimpulan.

3. Hasil dan Pembahasan

Graf Dragon Pendant dinotasikan dengan DP, (m) adalah graf Dragon yang pada setiap titik bagian kepala
yang tidak terhubung dengan ekor ditambahkan pendant. Graf Dragon Pendant DB, (m) memiliki masing-
masing 2n + m — 1 titik dan sisi. Gambar 1 merupakan graf Dragon Pendant dengan n cycle dan m path.

Gambar 1. Graf Dragon Pendant DB,(m)
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Teorema 3.1. Graf Dragon Pendant DB, (m) memuat pelabelan total sisi trimagic super untuk m genap.
Didefinisikan himpunan titik V(G) = {u; |j € [1,2n—1]} U {v; | i € [1,m]}, dengan u; adalah label
titik pada graf cycle dan pendant, sedangkan v; adalah label titik pada graf path. Himpunan sisi E(G) =
W [j €[Ln =11 U {wun} U Wy | €[20]} U (wu,} U (v, @ €[1,m—1]},
dengan {u;u;,1} U {u u,} adalah sisi pada graf cycle, {u;u;,,_,} adalah sisi pada pendant yang terdapat
pada graf cycle, {u,v,} adalah sisi penghubung dari graf cycle dan graf path, dan {v;v;,,} sisi pada graf
path. Didefinisikan pemetaan bijektif dari graf G adalah f: V UE - {1,2,3,...,|V(G)| + |E(G)|} untuk
n = 3danm = 2 sehingga,

m+i+3

— ,i € [1,m],i ganjil
f () = i+ 2

> ,i € [1,m],i genap

f (w) =m+j L 2<j<2n—1
f(u1) =1
fluvy)  =4n+2m-—4
fwvip)  =4n+2m-4-i ,1<i<m-1
fluuy) =4n+2m-2
fuuy) =4n+2m-3
fuujy)  =4n+m-2j-1 ,2<j<n-1
fUjsn—1) =n+m+j-1 ,2Z5j<2n-1
fWUjtjyn—g) =4n+m-2j 2 =<j<n

Akan ditunjukkan bahwa pelabelan graf Dragon Pendant D B, (m) untuk m genap, merupakan pelabelan
total sisi trimagic super.
Untuk sisi u,uy,

fuy) + fuguy) + f(u,) =1+4n+2m—-2+m+n
=5n+3m-1
=k,
Untuk sisi wjtj 1 , 2<j<n
f(u]-) +f(ujuj+n_1) + f(u]-+n_1) =m+j+idn+m-—-2j+n+m+j -1
=5n+3m-1
= k1
Untuk sisi uqu, ,
fluy) + fuguy) + f(uy) =1+4n+2m—-3+m+2
=4n + 3m
= k2
Untuk sisi wjuj,q 2<jsn-1
f(uj)+f(ujuj+1)+f(uj+1) =m+j+4n+m-2j—-1+m+j+1
=4n + 3m
= kz
Untuk sisi u, v,
fu) + fuvy) + f(vy) =1+4+4n+2m—-4+ m+21+3
_ 8n+5m-2
2
= k3
Untuk sisi v;v;,4, 1<i<m-1
i ganjil
f) + fwvig) + f(Wige) = m+2i+3 t+4n+2m—-4—-i+ (D42
_ 8n+5m-2
2
= k3
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i genap
f@) + fWvian) + f i) =22 an+2m—4 -4 D2
_ 8n+5m-2
- 2
= ks
Contoh pelabelan total sisi trimagic super pada graf Dragon Pendant DP,(6)
Us
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Gambar 2. Graf Dragon Pendant DP,(6) dengan k, = 37, k, = 34, dan k; = 30.
Teorema 3.2. Graf Dragon Pendant DB, (m) memuat pelabelan total sisi trimagic super untuk m ganjil.

Didefinisikan himpunan titik V(G) = {u;|j € [1,2n—1]} U {v; |i € [1,m]}, dengan u; adalah label
titik pada graf cycle dan pendant, sedangkan v; adalah label titik pada graf path. Himpunan sisi E(G) =
e |j € [Ln =11} U fwn} U (agena 1) € (201} U (ww,} U (wves |0 € [Lm—1]},
dengan {u;u;,1} U {uqu,} adalah sisi pada graf cycle, {u;u;,,_,} adalah sisi pada pendant yang terdapat
pada graf cycle, {u,v,} adalah sisi penghubung dari graf cycle dan graf path, dan {v;v;,,} sisi pada graf
path. Didefinisikan pemetaan bijektif dari graf G adalah f:V UE — {1,2,3,..,|V(G)| + |E(G)|} untuk
n = 3danm = 2 sehingga,

m+i+2

— .1 € [1,m], i ganjil
f(vi) = i+2

5 ,i € [1,m],i genap

f (w) =m+j ,2<j <2n-1
f) =1
fuvy) =4n+2m-4
fwiviy)  =4n+2m-4-i ,1<i<m-1
fuguy) =4n+2m-2
fuuy) =4n+2m-3
fuuj)  =4n+m-2j-1 ,2<j<n-1
fUjyn—1) =n+m+j-1 ,2<j <2n-1
fUljin_1) =4n+m-2j , 2 <j<n

Akan ditunjukkan bahwa pelabelan graf Dragon Pendant DB, (m) untuk m ganjil, merupakan pelabelan
total sisi trimagic super.
Untuk sisi uyuy,

fuy) + fuguy) + f(uy) =14+4n+2m—-2+m+n
=5n+3m-—-1
=k1
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Untuk sisi wjtjpn—_q , 2<j<n
f(uj) +f(ujuj+n_1) + f(u]-+n_1) =m+j+4dn+m-—-2j+n+m+j—-1
=5m+3m-1
=k,
Untuk sisi uqu, ,
fu) + fluguy) + f(uy) =1+4n+2m—-3+m+2
=4n + 3m
= k2
Untuk sisi wju;,q 2<j<sn-1
f(u]-)+f(u]-u]-+1) +f(u]-+1) =m+j+4dn+m—-2j—-1+m+j+1
=4n+3m
=k,
Untuk sisi u; v,
fu) + fuvy) + f(vy) =1+4n+2m—4+ m+;+2
_ 8n+5m-3
2
= ks
untuk sisi v;v;4 4, 1<i<m-1
i ganjil
F@W) + f W) + fWisy) =2t om —4— i+ 22
_ 8n+5m-3
2
= k3
i genap
F@) + f W) + f Wisy) =t ant2m—4— i+ HEDE
_ 8n+5m-3
2
= k3

Contoh pelabelan total sisi trimagic super pada graf Dragon Pendant DP,(5)

Ug

Gambar 3. Graf Dragon Pendant DP,(5) dengan k, = 34, k, = 31, dan k; = 27.
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4. Kesimpulan

Pada penelitian ini, telah dibuktikan bahwa graf Dragon Pendant DB, (m) memuat pelabelan total sisi
trimagic super. Teorema 3.1 menunjukkan bahwa graf Dragon Pendant DB, (i) dengan m genap, memuat
pelabelan total sisi trimagic super. Teorema 3.2 menunjukkan bahwa graf Dragon Pendant D B, (m) dengan
m ganjil, memuat pelabelan total sisi trimagic super.
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