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Abstrak 

Persamaan Navier-Stokes adalah sistem persamaan diferensial non-linier yang sering digunakan oleh 

matematikawan sebagai persamaan dasar dalam pembangunan model matematika, khususnya di bidang fluida. 

Model matematika dibangun dari aliran fluida bersifat unsteady dan incompressible dengan pengaruh aliran 
konveksi bebas. Penyelesaian persamaan Navier-Stokes dilakukan secara analitik sehingga menghasilkan 

persamaan tak berdimensi yang selanjutnya ditransformasikan dengan menggunakaan fungsi arus dan 

menghasilkan persamaan similaritas sederhana. Dalam studi kasus ini, area pengamatan dilakukan pada titik 

stagnasi pada sebuah silinder eliptik, yaitu saat nilai x≈0. Dalam studi kasus ini, hasil penelitian berupa model 
matematika dari aliran fluida yang melewati sebuah permukaan silinder eliptik. Dari model tersebut diperoleh 

parameter perpindahan panas, yaitu bilangan Prandtl (Pr), Nilai Kental (K), dan Sumber Panas (γ). Sehingga, 

dapat disimpulkan bahwa persamaan Navier-Stokes dapat diterapkan dalam pembentukan model matematika 

pada proses perpindahan panas dari aliran fluida melalui permukaan silinder eliptik. 
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1.  Pendahuluan 

Persamaan Navier-Stokes merupakan sistem persamaan diferensial non-linier yang sering digunakan oleh 

matematikawan sebagai persamaan dasar dalam pembangunan model matematika, khususnya di bidang 

fluida. Persamaan Navier-Stokes merupakan bentuk diferensial dari hukun Newton II tentang pergerakan 

suatu fluida yang menyatakan bahwa gaya viskos atau kekentalan yang bekerja pada fluida berpengaruh 

pada perubahan momentum partikel fluida (Tiwow et al., 2015). Menurut (Martanegara & Yulianti, 

2020), fluida adalah zat yang mengalami deformasi secara berkesinambungan apabila terkena gaya geser 

baik gaya geser yang ditimbulkan kecil ataupun besar. 

Penelitian berkaitan dengan model matematika fluida pernah dilakukan oleh (Afifah & Putra, 2018). 

Penelitian tersebut menjelaskan tentang model matematika dari aliran fluida Nano Fluid pada sebuah bola 

teriris dengan pengaruh medan magnet dimana fluida tersebut mempunyai karakteristik tersendiri yaitu 

densitas, viskositas, kalor spesifik, dan konduktivitas termal. Dalam pembangunan model matematika, 

dibutuhkan persamaan pembangun berdimensi yang berasal dari persamaan kontinuitas, persamaan 

momentum, dan persamaan energi. Hasil dari penelitian tersebut yaitu adanya pengaruh medan magnet 

pada aliran tak tunak nano fluid yang mengalir pada permukaan bola teriris.  

Pada penelitian ini,persamaan Navier-Stokes, yaitu terdiri atas persamaan kontinuitas dan persamaan 

momentum diterapkan pada aliran fluida viskoelastik dengan sifat aliran unsteady dan incompressible. 

Aliran fluida unsteady berarti bahwa aliran fluida mengalir bergantung terhadap waktu, sedangkan 

incompressible berarti bahwa aliran fluida memiliki nilai massa jenis atau densitas konstan.Dari 

penurunan persamaan Navier-Stokes tersebut, didapatkan persamaan berdimensiyang selanjutnya 

dilakukan transformasi ke dalam bentuk persamaan tak berdimensi.Kemudian, dilakukasn klasifikasi 

dengan menggunakan teori lapisan batas dalam bentuk persamaan similaritas. Area pengamatan pada 

penelitian ini terletak tepat pada titik stagnasi (x≈0). Aliran fluida mengalir dari bawah ke atas melewati 
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Stagnation  

Point 

permukaan sebuah silinder eliptik sehingga menimbulkan gaya gesek yang mengakibatkan munculnya 

lapisan batas pada permukaan silinder. 

Model matematika yang diperoleh dari aliran fluida viskoelastik dimana sifat alirannya kental dan 

elastis menimbulkan panas sebagai akibat dari gesekan antara fluida dengan permukaan benda. Dari 

model matematika tersebut, dapat diketahui bahwa penerapan persamaan Navier-Stokes pada aliran fluida 

berupa persamaan momentum dan energi yang memuat parameter panas, seperti bilangan Prandtl (Pr), 

Nilai Kental (K), dan Sumber Panas (γ). Sehingga dapat disimpulkan bahwa persamaan Navier-Stokes 

dapat diterapkan dalam perhitungan perpindahan panas pada aliran fluida yang melewati sebuah silinder 

eliptik dengan jenis fluida viskoelastik.Penelitian serupa tentang fluida juga pernah dilakukan oleh 

peneliti-peneliti sebelumnya, diantaranya oleh (Kasim et al., 2015), (Cheng, 2012), (Deswita & Lili, 

2013), (Mahat et al., 2017), (Burshtein et al., 2017), (Sulistyono, 2015), dan (Muhajir, 2011). 

2.  Metode 

2.1.  Tahap Analisis Awal 

Tahap ini menjelaskan tentang proses analisis permasalahan. Pada Gambar 1 menggambarkan bahwa 

fluida mengalir dengan kecepatan dan temperatur tertentu yang dinotasikan dengan 𝑈∞ dan 𝑇∞dari bawah 

ke atas. Dengan sifat aliran unsteady dan incompressible, fluida mengalir dengan sifat aliran konveksi 

bebas. Aliran fluida viskoelastik pada permukaan silinder eliptik menimbulkan gaya gesek sehingga 

meyebabkan timbulnya lapisan batas yang mengakibatkan terjadinya perpindahan panas. 

 

 
 

 

Gambar 1. Visualisasi aliran fluida melewati silinder eliptik 

 

2.2.  Tahap Impelementasi 

Tahap ini menjelaskan tentang implementasi persamaan Navier-Stokes pada model matematika dari 

penurunan persamaan Navier-Stokes. Tahapan-tahapan yang digunakan pada tahap implementasi model 

adalah sebagai berikut: 

2.2.1 Membentuk persamaan pembangun berdimensi dari persamaan Navier-Stokes, yaitu 

persamaan kontinuitas, momentum, dan energi; 

2.2.2 Mentransformasikan persamaan berdimensi ke persamaan tak berdimensi dengan 

menggunakan variabel terkait; 

2.2.3 Melakukan klasifikasi dengan menggunakan bentuk persamaan similaritas menggunakan teori 

lapisan batas. 

 

2.1 Tahap Analisis Akhir Model Matematika 

Pada tahap ini dijelaskan tentang analisis hasil penelitian yang berupa model matematika dari aliran fluida 

viskoelastik pada permukaan benda silinder eliptik. Model matematika tersebut merupakan hasil turunan 

dari persamaan Navier-Stokes yangberpengaruh pada perpindahan panas aliran fluida dengan sifat 

aliranunsteady dan incompressible. Dari hasil akhir berupa model matematika, didapatkan parameter-

𝑈∞ 𝑇∞ 
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parameter panas yang berpengaruh dalam proses perpindahan panas, antara lain Bilangan Prandtl (Pr), 

Nilai Kental (K), dan Sumber Panas (γ). 

3.  Hasil dan Pembahasan 

3.1.  Persamaan Pembangun 

Model matematika yang dibangun diperoleh dari penurunan persamaan Navier Stokesdimana persamaan 

fluidayang didapat didasarkan pada persamaan kekekalan massa (kontinuitas), momentum, dan energi 

sebagai berikut(Hapsoro & Srigutomo, 2018): 

3.1.1 Persamaan Kontinuitas 

Berdasarkan hukum konservasi massa yang menjelaskan tentang laju perubahan massa pada 

sebuah sistem terhadap waktu sama dengan nol, maka persamaan kontinuitas dapat ditulis 

sebagai berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌 𝑑∀= 0

𝑠𝑦𝑠

 

dengan 𝜌 densitas fluida dan ∀ volume fluida. Volume control untuk penurunan persamaan 

kontinuitas pada koordinat cartesius dapat dilihat pada Gambar 2 (Ghurri, 2014). 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Komponen massa dari elemen volume kendali pada koordinat cartesius 

 

Dari Gambar 2, diperoleh persamaan yang dibangun dari elemen volume kendali pada 

koordinat cartesius yang mengandung variabel 𝑥, 𝑦, dan 𝑧 sebagai berikut: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0 

Oleh karena penyelesaian persamaan Navier-Stokes dilakukan dengan memberikan beberapa 

asumsi diantaranya adalah fluida incompressible dan parameter aliran fluida bergantung pada 

variabel 𝑥 dan 𝑦(Mahat et al., 2017), maka Persamaan (2) dapat ditulis sebagai berikut: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
= 0 

3.1.2 Persamaan Momentum 

Berdasarkan Hukum II Newton yang menyatakan bahwa jumlah gaya yang bekerja pada sistem 

samadengan jumlah dari besaran momentum yang berubah, maka persamaan momentum dapat 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌 𝑽𝑑∀= Σ𝐹

𝑠𝑦𝑠

 

Dengan langkah yang sama seperti pada Persamaan (1), didapatkan persamaan momentum 

sebagai berikut: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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(8) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑽 + 𝜌(𝑽. ∇)𝑽 = Σ𝐹 

atau dapat ditulis sebagai berikut: 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = Σ𝐹 

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = Σ𝐹 

3.1.3 Persamaan Energi 

Berdasarkan Hukum I Termodinamika yang menyatakan bahwa laju perubahan terhadap waktu 

dari energi yang tersimpan dalam sistem sama dengan jumlah energi kalor yang dipindahkan 

ke system, maka secara matematis persamaan energi dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌 𝑽𝑑∀=

𝑠𝑦𝑠

(𝑄̇ + 𝑊̇) 

3.2.  Model Matematika 

Menurut (Kasim, 2014), proses penyederhanaan dengan menggunakan teori lapisan batas mengakibatkan 

persamaan momentum pada sumbu 𝑦 dapat diabaikan, sehingga Persamaan (3) dan (6)menjadi persamaan 

berdimensi sebagai berikut: 

𝜌 (
𝜕𝑢̅

𝜕𝑡
+ 𝑢̅

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+ 𝑣

𝜕𝑢̅

𝜕𝑦
) = 𝜈 [

𝜕2𝑢̅

𝜕𝑦2] + 𝑔𝛽(𝑇̅ − 𝑇̅∞) 𝑠𝑖𝑛𝐴 −
𝑘0

𝜌
[𝑢̅ (

𝜕3𝑢̅

𝜕𝑥̅𝜕𝑦2) + 𝑣̅
𝜕3𝑢̅

𝜕𝑦3 −
𝜕𝑢̅

𝜕𝑦
(

𝜕2𝑢̅

𝜕𝑦𝜕𝑥̅
) +

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
(

𝜕2𝑢̅

𝜕𝑦2)] 

Sedangkan Persamaan (7) menjadi: 

𝜕𝑇̅

𝜕𝑡
+ 𝑢̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑥̅
+ 𝑣

𝜕𝑇̅

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝑇̅

𝜕𝑦2 +
𝑄0

𝜌𝐶𝑝
(𝑇̅ − 𝑇̅∞) 

Dengan menggunakan variabel tak berdimensi (Kasim, 2014): 

𝑣 =
𝑎

𝜈
𝐺𝑟−

1

4
𝑣̅,         𝜃 =

𝑇̅ − 𝑇̅∞

𝑞𝑤  𝑎/𝑘
 

𝑥 =
𝑥̅

𝑎
,          𝑦 = 𝐺𝑟1/4 (

𝑦

𝑎
) ,       𝑢 =

𝑎

𝜈
𝐺𝑟−

1

2
𝑢

 

Selanjutnya, dengan menggunakan variabel tertentu, Persamaan (8) dan (9) ditransformasikan ke dalam 

bentuk tak berdimensi, maka diperoleh persamaan pembangun sebagai berikut: 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 − 𝐾 (
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2) + 𝑣
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3 −
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
) + 𝜃 sin 𝐴 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

1

𝑃𝑟

𝜕2𝜃

𝜕𝑦2 + 𝛾𝜃 

 

3.3 Fungsi Arus (Stream Function) 

(5) 

(7) 

(9) 

(10) 

(11) 

(6) 

(12) 
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Menurut(Afifah & Putra, 2018), fungsi arus merupakan fungsi yang digunakan untuk menghubungkan 

dua komponen dari fungsi kecepatan yaitu komponen kecepatan yang berada pada arah sumbu 𝑥 dan 𝑦, 

yaitu dalam hal ini 𝑢 dan 𝑣. Fungsi arus didefinisikan sebagai berikut(Mohammad, 2014): 

𝜓 = 𝑥𝑘(𝑥, 𝑦),     𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑦) 

dengan 

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
,           𝑣 = − 

𝜕𝜓

𝜕𝑥
 

Oleh karena area pengamatan terletak pada titik stagnasi terdekat dengan blunt body, yaitu saatx≈0, maka 

diperoleh persamaan momentum dan energi sebagai berikut: 

𝑘′′′ −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑘′ + 𝜌(𝑘𝑘′′ − (𝑘′)2) + 𝜃 − 𝐾(2𝑘′𝑘′′′ − 𝑘𝑘(4) − (𝑘′′)2) = 0 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

1

𝑃𝑟
𝜃′′ + 𝑘𝜃′ + 𝛾𝜃 

 

Dengan kondisi batas(Widodo et al., 2016): 

𝑡 < 0:         𝑘 = 𝑘′ = 𝜃 = 0 untuk setiap (𝑥, 𝑦), 

𝑡 ≥ 0:    𝑘 = 𝑘′ = 0, 𝜃 = −𝑛
𝜕2𝑘

𝜕𝑦2untuk 𝑦 = 0, 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 1, 𝜃 = 0  untuk 𝑦 → ∞ 

dan diperoleh parameter perpindahan panas yaitu bilangan Prandtl (Pr ), heat generation (𝛾), dan nilai 

Kental (𝐾)   

4.  Simpulan 

Berdasarkan hasil yang diperoleh dari pembahasan di atas dapat disimpulkan sebagai berikut: 

(1) Diperoleh model matematika dari aliran fluida yang melewati sebuah silinder eliptik dengan sifat 

aliran unsteady dan incompressible pada titik stagnasiyaitu: 

Persamaan Momentum: 

𝑘′′′ −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑘′ + 𝜌(𝑘𝑘′′ − (𝑘′)2) + 𝜃 − 𝐾(2𝑘′𝑘′′′ − 𝑘𝑘(4) − (𝑘′′)2) = 0 

Persamaan Energi: 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

1

𝑃𝑟
𝜃′′ + 𝑘𝜃′ + 𝛾𝜃 

 

(2) Model matematika menggambarkan adanya pengaruh kecepatan dan temperatur dari aliran fluida 

yang dilambangkan dengan 𝑘 dan 𝜃 yang bergantung terhadap waktu. 

(3) Dari model matematika tersebut, dapat diketahui bahwa persamaan Navier-Stokes berperan dalam 

pembangunan model matematika dari perpindahan panas aliran fluida pada sebuah permukaan 

silinder eliptik dengan sifat aliran unsteady dan incompressible. Hal terssebut dibuktikan dengan 

adanya parameter-parameter perpindahan panas yang dihasilkan dari pembangunan model 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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matematika, yaitu berupa bilangan Prandtl (Pr ), heat generation (𝛾), dan nilai Kental (𝐾) dimana 

parameter tersebut berpengaruh pada distribusi panas sepanjang permukaan benda. 
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