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Abstrak 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) didefinisikan sebagai graf tidak berarah, terhubung, dan sederhana dengan himpunan titik 

𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Suatu pemetaan dari elemen graf ke bilangan bulat disebut dengan pelabelan 

graf. Pelabelan-k tak teratur sisi refleksifpada graf 𝐺 adalah pelabelan yang mengambil bilangan bulat positif 

{1,2,… , 𝑘𝑒} sebagai label sisi dan mengambil bilangan genap {0,2, … , 2𝑘𝑣} sebagai label titik dengan 𝑘 =
max{𝑘𝑒 , 2𝑘𝑣} sehingga semua bobot sisi pada graf 𝐺 berbeda. Didefinisikan bahwa bobot sisi 𝑥𝑦 dalam 

pelabelan 𝑓 pada graf 𝐺 dinotasikan 𝑤𝑡(𝑥𝑦) dengan 𝑤𝑡(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥𝑦) + 𝑓(𝑦). Nilai minimum 𝑘 dari 

label paling besar pada graf 𝐺 yang bisa dilabeli dengan pelabelan-k tak teratur sisi refleksif disebut kekuatan 

tak teratur sisi refleksif dari graf 𝐺dan dinotasikan dengan r𝑒𝑠(𝐺). Artikel ini akan mengulas tentang 

pelabelan-k tak teratur sisi refleksif pada graf dragon pendant𝐷𝑃𝑛(𝑚)dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 = 2,3 serta 

menentukan kekuatan sisi refleksif pada graf-graf tersebut. 

Kata kunci: 

Pelabelan-k tak teratur sisi refleksif, kekuatan sisi refleksif, graf dragon pendant.  

© 2022 Dipublikasikan oleh Jurusan Matematika, Universitas Negeri Semarang 

1.  Pendahuluan 

Seluruh graf yang dibahas dalam makalah ini merupakan graf tidak berarah, terhubung, dan sederhana. 

Pelabelan graf adalah salah satu materi yang kerap ada di dalam teori graf. Pemetaan dimana elemen-

elemen  graf  dibawa ke bilangan bulat  positif  atau  non  negatifdisebut pelabelan suatu graf (Wallis dan 

Marr,2013). Kebanyakandomain (daerah asal) dari pelabelandalam suatu graf 𝐺merupakan himpunan sisi 

dan titik atauyang biasa disebut pelabelan total, himpunan titik atau biasa disebut pelabelan titik, dan 

himpunan sisi yang biasa disebut pelabelan sisi.  Ada beberapa macam pelabelan graf, salah satunya 

adalah pelabelan-𝑘 total tak teratur (Gallian, 2017).  

Menurut Baˇca et al. (2007) pelabelan-𝑘 total tak teratur terbagi menjadi pelabelan-𝑘 total tak 

teratur sisi dan pelabelan-𝑘 total tak teratur titik.  Selanjutnyadi tahun 2017,  Ryan et al. (Baˇca et al., 

2017)  memperkenalkan  sebuah  konsep  baru pelabelan-𝑘 total tak teratur diantaranya pelabelan-𝑘 total 

tak teratur titik refleksif serta pelabelan-𝑘 total tak teratur sisi refleksif.  Pelabelan-𝑘 total tak teratur sisi 

refleksif dalam graf 𝐺merupakan pelabelan yang mengambil bilangan bulat positif {1,2,… , 𝑘𝑒} sebagai 

label sisi dan mengambil bilangan genap {0,2,… ,2𝑘𝑣} sebagai label titik. Ryan et al. (Baˇca et al., 2017) 

juga mendefinisikan bahwa kekuatan tak teratur sisi refleksif dari graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑟𝑒𝑠(𝐺) 

adalah nilai minimum 𝑘 dari label terbesar. Berikut diberikan Lema untuk menentukan 𝑟𝑒𝑠(𝐺) menurut 

Ryan et al. (Baˇca et al., 2017) 

Lema 1. Untuk semua graf G 

 (1) 

 

𝑟𝑒𝑠(𝐺) ≥   
 
𝐸(𝐺)

3
  ,               𝑗𝑖𝑘𝑎  𝐸(𝐺)  ≢ 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6),

 
𝐸(𝐺)

3
 + 1 ,       𝑗𝑖𝑘𝑎  𝐸(𝐺) ≡ 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6).
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Pada penelitian yang samasebelumnya, telah ditentukan 𝑟𝑒𝑠(𝐺) untuk beberapa jenis graf, misalnyagraf 

prisma 𝐷𝑛, graf kipas 𝐹𝑛, graf roda 𝑊𝑛, dan graf basket 𝐵𝑛oleh Tanna et al. (2017). Kemudian Baˇca et al. 

(2019) meneliti graf lingkaran 𝐶𝑛, serta Indriati et al. (2020) meneliti graf lintasan korona graf lengkap 𝐾1 

dan graf lintasan korona graf lintasan 𝑃2. Pada penelitian ini, penulis akan menentukan 𝑟𝑒𝑠(𝐺)dari graf 

dragon pendant𝐷𝑃𝑛(𝑚) dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 = 2,3. 

2.  Pembahasan 

Graf dragon pendant merupakan hasil modifikasi graf dragon atau graf yang didapatdengan 

menggabungkantitik graf lingkaran dengan graf lintasan. Graf lingkaran di dalam graf dragonbiasa 

disebut kepala serta graf lintasan didalam graf dragonbiasa disebut ekor. Graf dragondinotasikan 𝑫𝒏(𝒎) 

dimana 𝒏adalahjumlah titik pada graf lingkaran dan 𝒎adalah jumlah titik pada graf lintasan (Wantika, 

2015). Graf dragon pendant dimodifikasi dengan menambahkan pendantdi setiap titik kepala dimana titik 

tersebut tidak terhubung dengan graf lintasan dan dinotasikan dengan 𝑫𝑷𝒏(𝒎) dengan 𝒏 ≥ 𝟑 dan 𝒎 ≥

𝟐.  

Graf dragon pendant𝑫𝑷𝒏(𝒎) memiliki  𝑽(𝑫𝑷𝒏(𝒎)  =   𝑬(𝑫𝑷𝒏(𝒎)  =  𝟐𝒏 + 𝒎 − 𝟏. Graf 

dragon pendantini memiliki himpunan titik sebagai berikut𝑽(𝑫𝑷𝒏(𝒎)) = {𝒙𝒊: 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒎}⋃  {𝒚𝒋 : 𝟏 ≤

𝒋 ≤ ⌈
𝒏

𝟐
⌉} ⋃  {𝒚𝒏−(𝒋−𝟏) : 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ ⌊

𝒏

𝟐
⌋}⋃{𝒛𝒍 : 𝟏 ≤ 𝒍 ≤ ⌈

𝒏−𝟏

𝟐
⌉}⋃  {𝒛(𝒏−𝟏)−(𝒍−𝟏) : 𝟏 ≤ 𝒍 ≤ ⌊

𝒏−𝟏

𝟐
⌋}  serta 

himpunan sisi sebagai berikut𝑬(𝑫𝑷𝒏(𝒎))  =  {𝒙𝒊𝒙𝒊+𝟏: 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒎 −

𝟏}⋃{𝒚𝟏𝒙𝒎}⋃{𝒚𝟏𝒚𝒏}⋃  {𝒚𝒋𝒚𝒋+𝟏: 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ ⌈
𝒏

𝟐
⌉} ⋃  {𝒚𝒏−(𝒋−𝟏)𝒚𝒏−𝒋: 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ ⌊

𝒏

𝟐
⌋ − 𝟏} ⋃{𝒛𝒍𝒚𝒋: 𝟏 ≤ 𝒍 ≤

⌈
𝒏−𝟏

𝟐
⌉ , 𝒋 = 𝒍 + 𝟏} ⋃  {𝒛(𝒏−𝟏)−(𝒍−𝟏)𝒚𝒏−(𝒋−𝟐):  𝟏 ≤ 𝒍 ≤ ⌊

𝒏−𝟏

𝟐
⌋ , 𝒋 = 𝒍 + 𝟏}. Kekuatan sisi refleksif pada graf 

dragon pendant𝑫𝑷𝒏(𝟐) dapat diperoleh melalui Teorema 1, serta kekuatan sisi refleksif pada graf dragon 

pendant𝑫𝑷𝒏(𝟑) dapat diperoleh melalui Teorema 2. 

Teorema 1. Untuk semua bilangan bulat positif 𝒏 ≥ 𝟑 dan 𝒎 = 𝟐 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) =  

2𝑛 + 3

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3),

2 ⌈
𝑛

3
⌉ , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3).

 (2) 

Bukti.Pertama dibuktikan batas bawah 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)). Diketahui bahwa jumlah sisi dari 𝐷𝑃𝑛(2) 

merupakan 2𝑛 + 1, maka dimiliki 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥  
 
2𝑛 + 1

3
 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 3),

 
2𝑛 + 1

3
 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3).

 (3) 

Untuk membuktikan batas bawah dari kekuatan sisi refleksif graf dragon pendant𝐷𝑃𝑛(2) adalah sebagai 

berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥  
2𝑛 + 1

3
 =

2𝑛 + 1 + 2

3
=

2𝑛 + 3

3
. (4) 

Oleh karena persamaan (3),untuk 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥
2𝑛+3

3
. 

Kasus 2. Untuk 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 

𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥  
2𝑛 + 1

3
 + 1 

 

 

= 
2𝑛 + 1

3
+ 1 

=
2𝑛 + 1

3
+

3

3
 

=
2𝑛 + 4

3
 

= 2(
𝑛 + 2

3
) 

= 2 ⌈
𝑛

3
⌉. 

(5) 
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Berdasarkan persamaan (3), untuk 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥ 2 ⌈
𝑛

3
⌉. 

𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥  
2𝑛 + 1

3
  

 

=
2𝑛 + 1 + 1

3
 

=
2𝑛 + 2

3
 

= 2(
𝑛 + 1

3
) 

= 2 ⌈
𝑛

3
⌉. 

(6) 

Berdasarkan persamaan (3), untuk 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)) ≥ 2 ⌈
𝑛

3
⌉. 

Selanjutnya dibuktikan batas atas pada graf dragon pendant 𝐷𝑃𝑛(2). Dikonstruksikan f pada pelabelan-k 

grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(2) dengan 𝑘 =
2𝑛+3

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) dan 2 ⌈

𝑛

3
⌉  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 

𝑓(𝑥𝑖) = 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. (7) 

𝑓(𝑦𝑗) =

{
  
 

  
 

0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1,
4𝑗

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤  𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3),2 ≤  𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ (2 𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤  𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ .

 (8) 

𝑓(𝑦𝑛−(𝑗−1)) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛 𝑗 =

𝑛

3
,

4𝑗

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎,
2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1,

4𝑗 + 6

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ ,

4𝑗 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ ,

4𝑗 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ .

 (9) 

𝑓(𝑧𝑙) =

{
 
 

 
 

4𝑙

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤  𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 ,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤  𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 ,

4𝑙 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤  𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 .

 (10) 

𝑓(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)) =

{
 
 

 
 

4𝑙

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ ,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ ,

4𝑙 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ .

 (11) 

𝑓(𝑦
1
𝑥𝑚) = 2. (12) 

𝑓(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 1, 𝑖 = 1. (13) 

𝑓(𝑦
1
𝑦

𝑛
) = 2. (14) 
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𝑓(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛 𝑗 =

𝑛 + 1

2
,

4𝑗 + 1

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎,
4𝑗 − 3

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 5

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3),1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ .

 (15) 

𝑓(𝑦𝑛−(𝑗−1)𝑦𝑛−𝑗) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛 𝑗 =

𝑛 − 2

2
,

4𝑗 + 4

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎,
4𝑗

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1,

4𝑗 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1,

4𝑗 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1.

 (16) 

𝑓(𝑧𝑙𝑦𝑗) =  

{
 
 

 
 
4𝑙 + 3

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 − 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 − 5

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1.

 (17) 

𝑓(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)𝑦𝑛−(𝑗−2)) =

{
 
 

 
 

4𝑙

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1.

 (18) 

Berdasarkanpembuktian batas atas serta batas bawah dari grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(2) diperoleh nilai 

maksimum dari label titik yang merupakan bilangan bulat genap maupun label sisi yang merupakan 

bilangan bulat positif yaitu
2𝑛+3

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) dan 2 ⌈

𝑛

3
⌉  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). Oleh sebab itu, 

diperoleh bobot sisi sebagai berikut, 

𝑤𝑡(𝑦1𝑥𝑚) = 2. (19) 

𝑤𝑡(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 1, 𝑖 = 1. (20) 

𝑤𝑡(𝑦1𝑦𝑛) = 4. (21) 

𝑤𝑡(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) =  4𝑗 − 1, j = 1, … , ⌈
n

2
⌉. (22) 

𝑤𝑡(𝑦𝑛−(𝑗−1)𝑦𝑛−𝑗) = 4𝑗 + 4, 𝑗 = 1,… , ⌊
𝑛

2
⌋ − 1. (23) 

𝑤𝑡(𝑧𝑙𝑦𝑗) = 4𝑙 + 1, 𝑙 = 1,… ,  
𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1. (24) 

𝑤𝑡(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)𝑦𝑛−(𝑗−2)) = 4𝑙 + 2, 𝑙 = 1, … , ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1. (25) 

Dari penelitian yang sudah dilakukan, terlihat bahwa semua bobot sisi dari grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(2) 

berbeda, batas bawah serta batas atas sama dengan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(2)). Oleh karena itu f memenuhi elemen 

pelabelan-ktak teratur sisi refleksif dan mempunyai kekuatan sisi refleksif (𝑟𝑒𝑠) sesuai Teorema 1. 

Dengan demikian teorema terbukti.∎ 
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Gambar 1 adalah ilustrasi dari pelabelan-4 tak teratur sisi refleksif dari graf dragon pendant𝐷𝑃5(2). Pada 

gambar 1, angka dengan warna merah merupakan bobot sisi dari grafdragon pendant𝐷𝑃5(2) dan angka 

dengan warna hitam merupakan label sisi maupun label titik dari graf dragon pendant𝐷𝑃5(2), sedangkan 

huruf hitam merupakan nama dari label titik serta sisi dari grafdragon pendant𝐷𝑃5(2). 

 

Gambar 1.pelabelan-4 tak teratur sisi refleksif graf dragon pendant𝐷𝑃5(2). 

Selanjutnya dibahas tentang teorema untuk𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)). 

Teorema 2.Untuk semua bilangan bulat positif𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 = 3 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) =

{
 
 

 
 
2𝑛 + 6

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3),

2𝑛 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑3),

2𝑛 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑3).

 (26) 

Bukti.Pertamadibuktikan batas bawah 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)). Diketahui bahwa jumlah sisi dari 𝐷𝑃𝑛(3) merupakan 

2𝑛 + 2, maka dimiliki 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥  
 
2𝑛 + 2

3
 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3),

 
2𝑛 + 2

3
 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3).

 (27) 

Untuk membuktikan batas bawah dari kekuatan sisi refleksif graf dragon pendant𝐷𝑃𝑛(3) adalah sebagai 

berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥  
2𝑛 + 2

3
 + 1 

 

 

= 
2𝑛 + 2 + 1

3
+ 1 

=
2𝑛 + 3

3
+

3

3
 

=
2𝑛 + 6

3
. 

(28) 

Oleh karena persamaan (27), untuk 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥
2𝑛+6

3 . 

Kasus 2. Untuk 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 

𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥  
2𝑛 + 2

3
 =

2𝑛 + 2 + 2

3
=

2𝑛 + 4

3
. (29) 

Berdasarkan persamaan (27), untuk 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥
2𝑛+4

3
. 

𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥  
2𝑛 + 2

3
 =

2𝑛 + 2

3
. (30) 

Berdasarkan persamaan (27), untuk 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) didapatkan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)) ≥
2𝑛+2

3
. 
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Selanjutnya dibuktikan batas atas pada grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(3). Dikonstruksikan f pada pelabelan-k 

grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(3) dengan 𝑘 =
2𝑛+6

3
  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3),

2𝑛+4

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘   𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3),

dan
2𝑛+2

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3). 

𝑓(𝑥𝑖) = 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. (31) 

𝑓(𝑦𝑗) =

{
  
 

  
 

0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1,
4𝑗

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ (2 𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ .

 (32) 

𝑓(𝑦𝑛−(𝑗−1)) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛  𝑗 =

𝑛

2
,

4𝑗

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛  𝑗 =
𝑛

2
,

4𝑗 + 2

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎,
2𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  1 ≤ 𝑗 ≤ 2,

4𝑗 + 6

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 3 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ ,

4𝑗 + 8

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 3 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ ,

4𝑗 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 3 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ .

 (33) 

𝑓(𝑧𝑙) =

{
 
 

 
 

4𝑙

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 ,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 ,

4𝑙 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 .

 (34) 

𝑓(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)) =

{
 
 

 
 

4𝑙

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ ,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ ,

4𝑙 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ .

 (35) 

𝑓(𝑦
1
𝑥𝑚) = 3. (36) 

𝑓(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1. (37) 

𝑓(𝑦
1
𝑦

𝑛
) = 3. (38) 

𝑓(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) =

{
  
 

  
 

4, 𝑗 = 2, 𝑛 = 3,
4𝑗

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ ,

4𝑗 − 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ ⌈

𝑛

2
⌉ , 𝑗 ≠ 2, 𝑛 ≠ 3.

 (39) 
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𝑓(𝑦𝑛−(𝑗−1)𝑦𝑛−𝑗) =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛 𝑗 =

𝑛 − 2

2
,

4𝑗 + 7

3
,

𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 6) 𝑑𝑎𝑛  𝑗 =
𝑛 − 2

2
,

𝑗 + 2,
𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎,
3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1,

4𝑗 − 3

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1,

4𝑗 − 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1,

4𝑗 + 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑗 ≤ ⌊

𝑛

2
⌋ − 1.

 (40) 

𝑓(𝑧𝑙𝑦𝑗) =  

{
 
 
 

 
 
 

2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 = 1,
4𝑙 + 6

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 + 2

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 + 4

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤  

𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1.

 (41) 

𝑓(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)𝑦𝑛−(𝑗−2)) =

{
 
 
 

 
 
 

3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 = 1,
4𝑙 + 3

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 − 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1,

4𝑙 + 1

3
, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), 2 ≤ 𝑙 ≤ ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1.

 (42) 

Berdasarkanpembuktian batas atas serta batas bawah dari grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(3) diperoleh nilai 

maksimum dari label titik yang merupakan bilangan bulat genap maupun label sisi yang merupakan 

bilangan bulatyaitu
2𝑛+6

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3),

2𝑛+4

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 𝑑𝑎𝑛 

2𝑛+2

3
  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡

2 (𝑚𝑜𝑑 3). Oleh sebab itu, diperoleh bobot sisi sebagai berikut, 

𝑤𝑡(𝑦1𝑥𝑚) = 3 (43) 

𝑤𝑡(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1 (44) 

𝑤𝑡(𝑦1𝑦𝑛) = 5 (45) 

𝑤𝑡(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) =  4𝑗, 𝑗 = 1, … , ⌈
𝑛

2
⌉ (46) 

𝑤𝑡(𝑦𝑛−(𝑗−1)𝑦𝑛−𝑗) = 4𝑗 + 5, 𝑗 = 1,… , ⌊
𝑛

2
⌋ − 1 (47) 

𝑤𝑡(𝑧𝑙𝑦𝑗) = 4𝑙 + 2, 𝑙 = 1,… ,  
𝑛 − 1

2
 , 𝑗 = 𝑙 + 1 (48) 

𝑤𝑡(𝑧(𝑛−1)−(𝑙−1)𝑦𝑛−(𝑗−2)) = 4𝑙 + 3, 𝑙 = 1,… , ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ , 𝑗 = 𝑙 + 1 (49) 

Dari penelitian yang sudah dilakukan, terlihat bahwa semua bobot sisi dari grafdragon pendant𝐷𝑃𝑛(3) 

berbeda, batas bawah serta batas atas sama dengan 𝑟𝑒𝑠(𝐷𝑃𝑛(3)). Oleh karena itu f memenuhi elemen 

pelabelan-k tak teratur sisi refleksif dan mempunyai kekuatan sisi refleksif (𝑟𝑒𝑠) sesuai Teorema 2. 

Dengan demikian teorema terbukti.∎ 

Gambar 2 adalah ilustrasi dari pelabelan-4 tak teratur sisi refleksif dari graf dragon pendant𝐷𝑃5(3). Pada 

gambar 2, angka dengan warna merah merupakan bobot sisi dari graf dragon pendant𝐷𝑃5(3) dan angka 

dengan warna hitam merupakan label sisi maupun label titik dari graf dragon pendant𝐷𝑃5(3), sedangkan 

huruf hitam merupakan nama dari label titik serta sisi dari grafdragon pendant𝐷𝑃5(3). 
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Gambar 1.pelabelan-4 tak teratur sisi refleksif graf dragon pendant𝐷𝑃5(3) 

3.  Simpulan  

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh kesimpulan yaitu kekuatan sisi refleksif graf dragon pendant 

𝐷𝑃𝑛(2) yaitu
2𝑛+3

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) dan 2 ⌈

𝑛

3
⌉  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). Sedangkan kekuatan sisi 

refleksif graf dragon pendant 𝐷𝑃𝑛(3) yaitu 
2𝑛+6

3
untuk 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 

2𝑛+4

3
untuk 𝑛 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 3), 𝑑𝑎𝑛 
2𝑛+2

3
 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3). Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan topik 

pelabelan-k tak teratur sisi refleksif maupun kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan penelitian 

untuk menentukan kekuatan sisi refleksif graf dragon pendant𝐷𝑃𝑛(𝑚) untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4. 
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