PRISMA 5 (2022): 834-841
PRISMA, PROSIDING SEMINAR NASIONAL MATEMATIKA

%, a https://journal.unnes.ac.id/sju/index.php/prisma/
O g e
ISSN 2613-9189

T

Pelabelan Total Sisi Trimagic Super pada Graf Pot Bunga
CmSn

Gustama Ma’ruf Imelda®”, Titin Sri MartiniP

b program Studi Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas Sebelas Maret, JI. Ir. Sutami 36A
Kentingan, Surakarta 57126, Indonesia

*Alamat Surel: gustamamamaruf@student.uns.ac.id

Abstrak

Suatu graf G(V, E) dengan p vertex (titik) dan q edge (sisi) disebut memiliki pelabelan total sisi trimagic jika
terdapat pemetaan bijektif f:V UE — {1,2,3,...,p + q} sehingga untuk setiap sisi uv € E(G), nilai f(u) +
f(uv) + f(v) adalah tiga nilai konstanta yang berbeda yaitu k4, k,, dan k. Pelabelan total sisi trimagic
disebut sebuah pelabelan total sisi trimagic super pada suatu graf G jika titik diberi label himpunan bilangan
{1,2,3,..,p}. Graf pot bunga (C,S,) dibentuk dari gabungan graf cycle C,, dan graf star S,, yang
digabungkan dengan sebuah bridge yang menghubungkan vertex pusat graf star S, dengan satu vertex pada
graf cycle C,,. Pada penelitian ini ditentukan pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa graf pot bunga memuat pelabelan total sisi trimagic super dengan nilai k; =
2m+n)+5 ky;=2m+n)+4, k3=3m+2n+4untuk m=3dann=3; k; =3m+2n+4, k, =
4m+2n+4, ks =2(m+n)+4 untuk m ganjil, m=5 dan n=3; k; =3m+2n+4, k, =2(m+
n) + 4, k3 = 3m + 2n + 3 untuk m genap, m = 4 dann > 3.
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1. Pendahuluan

Pelabelan graf merupakan suatu materi yang kerap ada di dalam teori graf. Suatu fungsi yang memetakan
elemen suatu graf ke bilangan bulat posititif non negatif disebut pelabelan graf. Dalam pelabelan graf
terdapat tiga macam , diantaranya yaitu pertama adalah pelabelan titik, kedua adalah pelabelan sisi, serta
yang ketiga adalah pelabelan titik dan sisi (total). Suatu graf adalah jika terdapat himpunan vertex dan
himpunan edge yang tidak kosong keduanya. Himpunan titik atau vertex dinotasikan dengan V(G),
sedangkan sisi yang menghubungkan antara titik-titik tersebut adalah edge, himpunannya dinotasikan
dengan E(G).

Hingga kini, pelabelan mengalami perkembangan, diantaranya pelabelan magic, pelabelan antimagic,
pelabelan bimagic, pelabelan trimagic, dan lain sebagainya. Dalam perkembangannya banyak kajian yang
membahas tentang pelabelan, pelabelan magic pertama kali dikenalkan oleh Sedlacek (Sedlack, 1964)
pada tahun 1964, kemudian dikembangkan oleh (Rosa, 1970) menjadi pelabelan total sisi magic.
Pelabelan antimagic diperkenalkan pertama kali oleh Hartsfield dan Ringel pada tahun 1990. Kemudian,
pada tahun 2004 Babujee (Babujee, 2004) memperkenalkan pelabelan sisi bimagic pada suatu graf.

Pada tahun 2013 Jayasekaran et al. (C. Jayasekaran M. R., 2013), memperkenalkan pelabelan total sisi
trimagic pada suatu graf. Suatu graf G(V, E) dengan |V (G)| adalah banyaknya vertex atau p dan |E(G)|
adalah banyaknya edge atau g disebut memiliki pelabelan total sisi trimagic jika terdapat pemetaan
bijektif f:VUE - {1,2,3,..,p + q} sedemikian hingga untuk tiap sisi uv € E(G), nilai f(u)+
f(uv) + f(v) adalah tiga nilai konstanta yang berbeda yaitu k,, k,, dan k5. Pelabelan total sisi trimagic
disebut sebuah pelabelan total sisi trimagic super pada suatu graf G jika titik diberi label himpunan
bilangan {1,2,3, ..., p}. Pada tahun 2018, Jayasekaran, Robinson, dan Flower (C. Jayasekaran S. R., 2018)
membuktikan pelabelan total sisi trimagic pada graf cycle related graphs. Kemudian, pada tahun 2019,
Amuthavalli dan Sugapriya (K. Amuthavalli, 2019) membuktikan reverse pelabelan super sisi trimagic
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pada star related graphs. Pada penelitian ini dibuktikan pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot
bunga (C,,S,) denganm,n > 3.

2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang diterapkan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka yaitu mempelajari berbagai
referensi dari buku-buku, jurnal maupun tulisan mengenai teori graf khususnya pelabelan trimagic.
Langkah-langkah menentukan pelabelan total sisi trimagic super dari graf pot bunga C,S, sebagai
berikut:
1. Menentukan banyaknya titik dan sisi pada graf pot bunga C,,S,,.
2. Menentukan label titik-titik dalam graf dengan label 1,2, ..., p, kemudian menentukan label sisi
pada graf tersebut dengan label p +1, p+2,.., p +q.
3. Mengkombinasikan label titik dan sisi dengan memperhatikan teknik pelabelan total sisi
trimagic super sehingga diperoleh barisan bobot sisi yaitu k4, k,, atau k.
4. Menentukan pola umum pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga C,,S,,.
5. Membangun teorema untuk membuktikan kebenaran pola pelabelan total sisi trimagic super
pada graf pot bunga C,,S,,.
6. Membuat kesimpulan.

3. Hasil dan Pembahasan

Graf pot bunga C,,S,, (Ahmad, 2012) dibentuk dari gabungan graf cycle C,, dan graf star S,, yang
digabungkan dengan sebuah bridge yang menghubungkan vertex pusat graf star S, dengan satu vertex
pada graf cycle C,,. Diberikan contoh graf pot bunga C,,S,, pada Gambar 3.1.

V3 Vy

Gambar 1. Graf Pot Bunga C,, S,

Teorema 3.1. Graf pot bunga C,,S, memuat pelabelan total sisi trimagic super untuk bilangan bulat
positif m,n > 3.

Bukti. Misal graf G adalah Graf pot bunga C,,,S,,. Graf G mempunyai titik sebanyak |[V(G)| =m+n+1
dan mempunyai sisi sebanyak |E(G)| = m +n + 1. Didefinisikan himpunan titik V(G) = {u;| i €
[1,m]} U {v;| j € [0,n]}, dengan u; adalah label vertex graf cycle dan v; adalah label vertex graf star
serta himpunan sisi E(G) = {wu4]i ={1,2,3,...,m — 1}} U{wyun} U {vou} U {vevyj € [1,n]},
dengan {u;u;,,} U {u,u,,} adalah sisi pada graf cycle, {vyu,} adalah sisi penghubung dari graf cycle dan
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graf star, dan {vovj} adalah sisi pada graf star. Didefinisikan pemetaan bijektif dari graf G adalah f:V U
E - {1,2,3,..,|[V(G)| + |E(G)|} untuk m,n = 3 sedemikian sehingga,

f ) =i, untuk 1 <i <m
fv)=m+j+1, untuk 0 < j <n.

Disebut pelabelan total sisi trimagic super pada graf G apabila vertex yang ada pada graf G diberi label
dengan himpunan V(G) = {1,2,3, ..., |V(G)|}. Titik {u,, uy, us, ..., u,,} adalah himpunan titik pada graf
cycle, dan titik {vg, v4, vy, ..., v, } adalah himpunan titik pada graf star, dengan pusat di v,.

Selanjutnya pembuktian pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga C,,S, untuk
m,n = 3 dibagi menjadi tiga kasus.

Kasus1l.m =3 dann >3

Pada kasus 1 akan dibuktikan untuk m =3 dan n = 3. Didefinisikan pemetaan bijektif f:V UE —
{1,23,.., (IV(G)| + |E(G) ]} sehingga,

f ) =1, untuk1 <i<m
fv)=m+j+1, untuk 0 <j <n
f(vov)) =m+2n—j+2, untuk1<j<n

f(vou) =m+2n+ 2
fluui) =2(m+n) —2i+4, untukl<i<m-1
fluuy,) =2(m+n)+1

akan ditunjukkan bahwa pelabelan graf pot bunga C,,S,untuk m = 3 dan n = 3 merupakan pelabelan
total sisi trimagic super.

Untuk sisi vovj, 1<j<n
f(v0)+f(v0v]-)+f(v]-) =(m+j+1D)+(m+2n—j+2)+(m+j+1)
=(m+0+D)+m+2n—j+2)+(m+j+1)
=3m+2n+4
= ks
Untuk sisi vou,
fwo) +fwou) + flu) =m+j+D+(m+2n+2)+1
=2(m+n)+4
=k,
untuk sisi u;u;, 1, 1<ism-1
f@) + fuu) + fu) =i+ Qm+n) -2+ 49+ @+ 1)
=2(m+n)+5
=k,
untuk sisi uqu,y,, m =3
fw)+ fuup)+fuy) =1+ Q2m+n)+1)+m

=1+ Q2m+n)+1)+3
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=2(m+n)+5
=k,

Gambar 3.2 menunjukkan pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga C5Ss
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Gambar 2. Graf Pot Bunga C5Ss dengan k; = 21,k, = 20, dan k3 = 23
Kasus 2. m ganjil, m > 5dann > 3

Pada kasus 2 akan dibuktikan untuk m ganjil, m > 5 dan n > 3. Didefinisikan pemetaan bijektif f:V U
E - {1,23,..,(V(G)| + |E(G)])} sehingga,

f () =i, untuk 1 <i<m
fv)=m+j+1, untuk0 <j <n
m+2n—j+2, untuk3 <j<n
f(vovj) = 2(m+mn), untuk j = 2
m+2n+1, untukj =1

f(wouy) =2(m+n) +2

m+1
2(m+n)—2i+3, untuk 1 <i <

+1, m=5
f i) = m+1
3m+2n—2i+ 3, untuk

+2<i<m-1, m=7

fuuy) =m+2n+3, untuk m =5

akan ditunjukkan bahwa pelabelan graf pot bunga C,,S,untuk m ganjil, m = 5 dann > 3
merupakan pelabelan total sisi trimagic super.

Untuk sisi Vv, 3<j<n
f)+flvov) +f(v)) =m+j+1D)+m+2n—j+2)+(m+j+1)

=(m+0+D)+(mMm+2n—j+2)+(m+j+1)
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=3m+2n+4
=k,
untuk sisi vov;, j =2
f(v0)+f(vovj)+f(vj)=(m+j+1)+(2(m+n))+(m+j+1)
=m+0+1D+(2m+n))+m+j+1)
=4m+2n+4
=k,
Untuk sisi vov;, j =1
fw)+flvov) +f(v) =m+j+1D+m+2n+1D+(m+j+1)
=(m+0+D+mMm+2n+D+m+1+1)
=3m+2n+4
=k,
Untuk sisi vou,
fwo) + fwou) + flu) =m+j+1D+Q2m+n)+2)+1
=m+0+1)+Q2m+n)+2)+1
=3m+2n+4
=k,
Untuk sisi u; w44, 1<i<—+1, m=25

fu) + fuyg) + fu) =i+ Qm+n) —2i+3)+(+1)

=2(m+n)+4
:k3
Untuk sisi w1, Th42<ism-1, m27

Fu) + fuuie) + fue) =i+ Bm+2n—2i+3)+ (i + 1)
=3m+2n+4
=k,
uUntuk sisi uqu,,, m =5
fu) + fuuy) + fluy) =1+ (m+2n+3)+m
=2(m+n)+4
= ks

Pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga C,S; ditunjukkan pada Gambar 3.3
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Gambar 3. Graf Pot Bunga CySs dengan k; = 41,k, = 50, dan k3 = 32

Kasus 3. m genapm >4 dann > 3

Pada kasus 3 akan dibuktikan untuk m genap m = 4 dan n = 3. Didefinisikan pemetaan bijektif f:V U
E - {1,23,..,(JV(G)]| + |E(G)])} sehingga,

f () =i, untuk1 <i<m
fv)=m+j+1, untuk 0 < j <n
f(vov;)) =m+2n—j+2, untuk 1<j<n

f(vou) =m+2n+ 2

m
2(m+n)—2i+3, untuk 1 <i < —

2
fuuig,) = m
3m+2n—2i+ 2, untuk?+1SiSm—1

fuuy) =2(m+n)+2

akan ditunjukkan bahwa pelabelan graf pot bunga C,,,S,untuk m genap m > 4 dann > 3
merupakan pelabelan total sisi trimagic super.

Untuk sisi vovj, 1<j<n
fw)+fvov) +f(v))=m+j+1)+m+2n—j+2)+(m+j+1)
=m+0+1)+(mMm+2n—j+2)+(m+j+1)
=3m+2n+4
=k,
Untuk sisi vou,
fw)+ fwou) + flu))=(m+j+1D)+m+2n+2)+1
=(m+0+1)+m+2n+2)+1

=2(m+n)+4
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=k,
untuk sisi w;u;. 1, 1<i<?
F) + fue) + flug) =i+ Cm+n)—2i+3)+(+1)
=2(m+n)+4
=k,
Untuk sisi u;u;4q, ?+ 1<i<m-1
fu) + fuuey) + f(up) =i+ Bm+2n—-2i4+2)+(+ 1)
=3m+2n+3
=k
Untuk sisi u;u,,
flu) + fluuy) + fup) =1+ QRm+n)+2)+m
=3m+2n+3
=k
Berikut contoh pelabelan total sisi trimagic super pada graf pot bunga C¢Ss
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Gambar 4. Graf Pot Bunga CySs dengan k; = 32,k, = 26, dan k3 = 31

diperoleh untuk setiap uv € E(G), nilai f(u) + f(uv) + f(v) adalah k,, k,, atau k5. Sehingga terbukti
bahwa graf pot bunga C,,S, memuat pelabelan total sisi trimagic. Karena pada graf pot bunga C,,S,
memiliki |V(G)|=m+n+1 titik dan semua titik diberi label dengan himpunan V(G) =
{1,2,3,..,m+n+ 1}, sehingga graf pot bunga C,,S, memuat pelabelan total sisi trimagic super untuk
setiap bilangan bulat positif m,n > 3.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka dapat diambil kesimpulan bahwa graf pot bunga (C,.S,)
memuat pelabelan total sisi trimagic super. Teorema 3.1 pada kasus 1, menunjukkan bahwa graf pot
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bunga (C,,S,,) dengan m = 3 dan n > 3, memuat pelabelan total sisi trimagic super. Teorema 3.1 pada
kasus 2, menunjukkan bahwa graf pot bunga (C,,S,) dengan m ganjil, m =5 dan n = 3, memuat
pelabelan total sisi trimagic super. Teorema 3.1 pada kasus 3, menunjukkan bahwa graf pot bunga
(C,,Sy) dengan m genap, m = 4 dan n > 3 memuat pelabelan total sisi trimagic super.
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