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Abstrak

Suatu ideal I padaring R dapat mempartisi ring R membentuk kelas - kelas ekivalensi sehingga dapat dibentuk
aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan tak kosong S € R yang berkaitan dengan ideal I.
Misalkan S adalah himpunan bagian tak kosong dari R , aproksimasi bawah dari S yang bersesuaian dengan
ideal I didefinisikan sebagai himpunan elemen di R di mana kelas ekivalensi dari elemen tersebut adalah
himpunan bagian dari S sedangkan aproksimasi atas dari S yang bersesuaian dengan ideal I didefinisikan sebagali
himpunan elemen di R di mana kelas ekivalensi elemen beririsan dengan himpunan S. Pada paper ini akan
diberikan sifat terkait hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah dengan melibatkan ideal
berbeda dari ring R dan dua himpunan yang berbeda yang merupakan himpunan bagian dari ring R. Sifat ini
merupakan kelanjutan dari hasil paper terkait sifat hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah
dengan melibatkan subgrup normal berbeda dari grup G.
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1. Pendahuluan

Suatu himpunan tak kosong R dengan operasi biner penjumlahan (+) dan operasi biner perkalian pada
himpunan R disebut ring jika (R, +) grup komutatif, (R,-) bersifat tertutup dan (R, +,-) bersifat distributif.
Suatu Subring I dari ring R disebut ideal pada ring R jika untuk setiap » € R dan i € I berlaku ri € I dan
ir € I. Suatu ideal pada ring R dapat mempartisi ring R membentuk kelas - kelas ekivalensi sehingga
dapat dibentuk aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan tak kosong S € R yang berkaitan
dengan ideal I. Topik tentang aproksimasi dari himpunan tak kosong telah diteliti pada beberapa paper
(B. Davvaz & A. Malekzadeh, 2013; C. Wang, D. Chen & Q. Hu, 2013, L. Glebsky, 2017; B. Davvas,
2018; I. 1. Pavlyuk, S. V. Sudoplatov, 2020).

Pada paper (B. Davvaz, 2004) telah diberikan sifat — sifat aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari
suatu himpunan bagian pada ring dengan melibatkan satu ideal dari ring dengan dua himpunan bagian yang
berbeda dari ring dan dua ideal dari ring dengan satu himpunan bagian dari ring. Pada paper ini akan
diberikan sifat — sifat aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari suatu himpunan bagian pada ring
dengan melibatkan dua ideal yang berbeda dari ring dengan dua himpunan bagian yang berbeda dari ring.
Paper ini merupakan kelanjutan dari paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022).

2. Metode

Dalam melakukan penelitian digunakan metode kajian pustaka. Beberapa paper dikaji untuk mempelajari
sifat — sifat aproksimasi pada ring serta mengaitkan hasil pada paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022)
dan diterapkan pada ring. Selanjutnya, pada penelitian ini akan dibentuk proposisi baru. Beberapa definisi
dan proposisi berikut ini akan dijadikan sebagai rujukan dalam penelitian ini.

Definisi 1 ( B. Davvaz, 2004)

Diberikan R ring dan I ideal dari ring R . Maka akan terbentuk ruang Aproksimasi (R,I). Pada ruang
Aproksimasi (R, 1), S € R, himpunan
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Apri(S)={a€R|la+1c< S}
dan
Apr; () ={a€Rla+INS + @}

disebut aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan S yang bersesuaian dengan ideal I dari
ring R.

Contoh 2
Diberikan

Doy (Zpa) = { {g}z: {2}21] [alz4, [P]24 € Zz4}
dan

_([lalza  [0]24
I = {[[0]24 [b]24] € D2x2(124) [a]24 € ([12]24> dan [b]24 (S ([4]24)}

merupakan ideal pada ring D,,,(Z,,) maka banyaknya koset yang berbeda dari I pada D,,,(Z,,) adalah
D2x2(224) _ 24x24 — 48,
2X6

Mlsal S1 = {[0]24, [3]24, [5]24, [12] 24, [15] 24} = ([12]54) U ([3]24 + ([12]24)) U {[5]24},
Sz = {[0]24, [4]24, [5]24, [Bl24, [12] 24, [16]24, [20] 24} = ([4]24) U {[5]24},

S= {[[a]24 [0]24] € D2x2(Z34)|[al24 € Sy dan[b]y, € 52}

[0],4 [P]sa
(o byl +1) <5

Maka diperoleh

(1) Apri(S) ={ %gtj {gkﬂ € Doxa(Z24)

=gz ] +)
_ {[[‘1124 [0]24
[0]24  [blas

] € Dyx2(Zy4a)|[a)24 € S1 — {[5]24} dan [b],4 € S, — {[5]24}}

@ T ={[g 1] € e | (G20 (1] #1)0s =0}

_ IU([[0]24 (0] 24]+1) <[3]24 0]24]+1> ([[3]24 [0] 24]+1)

Ao, 155l T ok, (oL, [0l [5):s

51y 015 5 [0lpa

(o wrl+ Do (for: s+

_([lalz4 [0]sa [al,s € S; U{[17],4}

=01 1] €22 ®0 gan 11,1 € 52 0 oo 91w 1310 (17100 211003

Berikut akan diberikan sifat — sifat yang berlaku pada aproksimasi bawah / atas dari suatu himpunan pada
ring.

Proposisi 3 ( B. Davvaz, 2004)
Diberikan R ring dan I ideal dari ring R. Untuk setiap ruang aproksimasi (R, I') dan setiap himpunan bagian
S,H < R berlaku

(1) Apri(S) €S < Apr; (5)

(2) Apri(®) = @ = Apr; ()

(3) Apr(R) =R = Apr; (R)

(4) Jika S € H, maka Apr;(S) € Apr;(H) dan Apr; (S) € Apr; (H),
(5) Apri(SnH) = Apri(S)n Apri(H),

(

6) Apr (SNH) < Apry (S) N Apry (H),

PRISMA 2023, Vol. 6, 782-785



D. W. Setyawati, Subiono 784

(7) Apri(SUH) 2 Apri(S) U Apr;(H),
(8) Apr; (SUH) = Apr; (S) U Apr; (H),

Proposisi 4 ( B. Davvaz, 2004)
Diberikan I, adalah dua ideal dari ring R sedemikian hinggal < J dan S himpunan bagian dari R. Maka

(1) Apr;(4) € Apri(A),
(2) Apr; (4) € Apry (A).

3. Hasil dan Pembahasan

Pada pembahasan ini akan diberikan sifat terkait hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah
dengan melibatkan dua ideal berbeda dari ring R dan dua himpunan yang berbeda yang merupakan
himpunan bagian dari ring R. Sifat ini merupakan kelanjutan dari paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022).

Proposisi 5
Diberikan | dan J masing — masing ideal dari ring R. Jika S, H € R dan S, H # @ maka
Apr(S) + Apry(H) = Apry (S + H).
Bukti.
Karena Ideal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 4 pada
(D.W. Setyawati & Subiono, 2022).

Proposisi 6
Diberikan I dan J masing — masing ideal dari ring R. Jika S, H € R dan S,H # @ maka
@(S) +@(H) C Apry(S+H).
Bukti.
Karena Ideal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 7 pada (D.W.
Setyawati & Subiono, 2022).

Pada proposisi 6 akan menjadi sama dengan apabila S, H masing — masing ideal dari ring R. Hal ini
ditunjukkan pada proposisi berikut.

Proposisi 7
Diberikan I, J, S dan H masing — masing ideal dari ring R maka
Apr;(S) + Apry(H) = Apri (S + H).
Bukti.
Karena ldeal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 9 pada (D.W.
Setyawati & Subiono, 2022).

Proposisi 8
Diberikan I dan J masing — masing ideal dari ring R. Jika S, H € R dan S,H # @ maka
Apr;(S) Apry(H) S Apry,;(SH).

Bukti.

Ambil sebarang x € Apr;(S) Apr;(H) maka x = Y7, s;h; untuk suatu s; € Apr;(S) dan h; € Apr,(H)
sehingga s;+INS#@ dan h;+JNH=+@. Oleh karena itu terdapat a; €s;+INS dan
b;eh;+JNH untuk 1<i<j sehingga Y-, a;b; € SH dan X7 ,ab; € X7 (s;+D;(hy +)) =
Yrisihi+1+]. Karena ™, a;b; € SH dan Yrhiab €Y sihi+1+] maka
Y s;hi + 1+ ] nSH # @. Hal ini menunjukkan bahwa x = Y-, s;h; € Apry,,(SH). Terbukti bahwa
Apr;(S) Apr;(H) S Apry,;(SH).
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Proposisi 9
Diberikan I dan J masing — masing ideal dari ring R. Jika S, H € R dan S,H #= @ maka

Apri(S) Apry(H) € Apry,;(SH).
Bukti.
Ambil sebarang x € Apr;(S) Apr;(H) maka x = Y., s;h; untuk suatu s; € Apr;(S) dan h; € Apr;(H)
sehingga s;+1<S dan h;+JSH akibatnya ¥ (s; + D(h; + ) =Y (sihy + 1 +]) =
XiLisih) +1+] =x+1+] S SH. Hal ini menunjukkan bahwa x =}, s;h; €) € Apryy;(SH) .
Terbukti bahwa Apr; (S) Apr;(H) € Apryy;(SH).

4. Simpulan

Pada pembahasan, Proposisi 5, Proposisi 6, Proposisi 7, Proposisi 8 dan Proposisi 9 diperoleh sifat
aproksimasi bawah dan aproksimasi atas pada ring dengan melibatkan 2 ideal yang berbeda dan 2 himpunan
bagian yang berbeda dari ring. Pada pembahasan, Proposisi 5, Proposisi 6 dan Proposisi 7 operasi biner
yang digunakan merupakan operasi penjumlahan pada aproksimasi atas maupun aproksimasi bawah
sedangkan Proposisi 8 dan Proposisi 9 operasi biner yang digunakan merupakan operasi perkalian pada
aproksimasi atas maupun aproksimasi bawah.
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