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Abstrak 

Suatu ideal  𝐼 pada ring 𝑅 dapat mempartisi ring 𝑅 membentuk kelas - kelas ekivalensi  sehingga dapat dibentuk 

aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan tak kosong 𝑆 ⊆ 𝑅 yang berkaitan dengan ideal 𝐼. 

Misalkan 𝑆 adalah himpunan bagian tak kosong dari 𝑅 , aproksimasi bawah dari 𝑆 yang bersesuaian dengan 

ideal 𝐼 didefinisikan sebagai himpunan elemen di R di mana kelas ekivalensi dari elemen tersebut adalah 

himpunan bagian dari 𝑆 sedangkan aproksimasi atas dari 𝑆 yang bersesuaian dengan ideal 𝐼 didefinisikan sebagai 

himpunan elemen di 𝑅 di mana kelas ekivalensi elemen beririsan dengan himpunan 𝑆. Pada paper ini akan 

diberikan sifat terkait hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah dengan melibatkan ideal 

berbeda dari ring 𝑅 dan dua himpunan yang berbeda yang merupakan himpunan bagian dari ring 𝑅. Sifat ini 

merupakan kelanjutan dari hasil paper terkait sifat hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah 

dengan melibatkan subgrup normal berbeda dari grup 𝐺. 

Kata kunci: kelas ekivalensi, aproksimasi bawah, aproksimasi atas 
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1.   Pendahuluan 

Suatu himpunan tak kosong 𝑅 dengan operasi biner penjumlahan (+) dan operasi biner perkalian pada 

himpunan 𝑅 disebut ring jika (𝑅, +) grup komutatif, (𝑅,⋅) bersifat tertutup dan (𝑅, +,⋅) bersifat distributif. 

Suatu Subring 𝐼 dari ring 𝑅 disebut ideal pada ring 𝑅 jika untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑖 ∈ 𝐼 berlaku 𝑟𝑖 ∈ 𝐼 dan 

𝑖𝑟 ∈ 𝐼. Suatu ideal  pada ring 𝑅 dapat mempartisi ring 𝑅 membentuk kelas - kelas ekivalensi  sehingga 

dapat dibentuk aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan tak kosong 𝑆 ⊆ 𝑅 yang berkaitan 

dengan ideal 𝐼. Topik tentang aproksimasi dari himpunan tak kosong telah diteliti pada beberapa paper           

(B. Davvaz & A. Malekzadeh, 2013; C. Wang, D. Chen & Q. Hu, 2013, L. Glebsky, 2017; B. Davvas, 

2018; I. I. Pavlyuk, S. V. Sudoplatov, 2020). 

 Pada paper (B. Davvaz, 2004) telah diberikan sifat – sifat aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari 

suatu himpunan bagian pada ring dengan melibatkan satu ideal dari ring dengan dua himpunan bagian yang 

berbeda dari ring dan dua ideal dari ring dengan satu himpunan bagian dari ring. Pada paper ini akan 

diberikan sifat – sifat aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari suatu himpunan bagian pada ring 

dengan melibatkan dua ideal yang berbeda dari ring dengan dua himpunan bagian yang berbeda dari ring. 

Paper ini merupakan kelanjutan dari paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022). 

 

2.   Metode  

Dalam melakukan penelitian digunakan metode kajian pustaka. Beberapa paper dikaji untuk mempelajari 

sifat – sifat aproksimasi pada ring serta mengaitkan hasil pada paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022) 

dan diterapkan pada ring.  Selanjutnya, pada penelitian ini akan dibentuk proposisi baru. Beberapa definisi 

dan proposisi berikut ini akan dijadikan sebagai rujukan dalam penelitian ini. 

Definisi 1 ( B. Davvaz, 2004)  

Diberikan 𝑅 ring dan 𝐼 ideal dari ring 𝑅 . Maka akan terbentuk ruang Aproksimasi (𝑅, 𝐼). Pada ruang 

Aproksimasi (𝑅, 𝐼), 𝑆 ⊆ 𝑅, himpunan  



 
D. W. Setyawati, Subiono 783 

 

PRISMA 2023, Vol. 6, 782-785 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) = {𝑎 ∈ 𝑅| 𝑎 + 𝐼 ⊆ 𝑆} 

dan 

𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝑆) = {𝑎 ∈ 𝑅| 𝑎 + 𝐼 ∩ 𝑆 ≠ ∅} 

disebut aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari himpunan  S yang bersesuaian dengan  ideal  𝐼 dari 

ring 𝑅. 

Contoh 2   

Diberikan 

𝐷2𝑥2(ℤ24) = {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] |[𝑎]24, [𝑏]24 ∈ ℤ24} 

dan 

𝐼 = {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)|[𝑎]24 ∈ 〈[12]24〉 dan [𝑏]24 ∈ 〈[4]24〉} 

merupakan ideal pada ring 𝐷2𝑥2(ℤ24) maka banyaknya koset yang berbeda dari 𝐼 pada 𝐷2𝑥2(ℤ24) adalah 

|
𝐷2𝑥2(ℤ24)

𝐼
| =

24×24

2×6
= 48.  

Misal 𝑆1 = {[0]24, [3]24, [5]24, [12]24, [15]24} = 〈[12]24〉 ∪  ([3]24 + 〈[12]24〉) ∪ {[5]24},                                          

           𝑆2 = {[0]24, [4]24, [5]24, [8]24, [12]24, [16]24, [20]24}  = 〈[4]24〉 ∪  {[5]24},  

           𝑆 = {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)|[𝑎]24 ∈  𝑆1 dan [𝑏]24 ∈ 𝑆2} 

Maka  diperoleh 

(1) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) = {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)| ([

[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] + 𝐼)  ⊆ 𝑆} 

= 𝐼 ∪ ([
[3]24 [0]24

[0]24 [0]24
] + 𝐼) 

= {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)|[𝑎]24 ∈ 𝑆1 − {[5]24} dan [𝑏]24 ∈ 𝑆2 − {[5]24}}                       

(2) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) = {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)| ([

[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] + 𝐼) ∩ 𝑆 ≠ ∅} 

=  𝐼 ∪ ([
[0]24 [0]24

[0]24 [5]24
] + 𝐼) ∪ ([

[3]24 [0]24

[0]24 [0]24
] + 𝐼) ∪ ([

[3]24 [0]24

[0]24 [5]24
] + 𝐼) ∪ 

([
[5]24 [0]24

[0]24 [0]24
] + 𝐼) ∪ ([

[5]24 [0]24

[0]24 [5]24
] + 𝐼) 

= {[
[𝑎]24 [0]24

[0]24 [𝑏]24
] ∈ 𝐷2𝑥2(ℤ24)|

[𝑎]24 ∈ 𝑆1 ∪ {[17]24}

 dan [𝑏]24 ∈ 𝑆2 ∪ {[1]24, [9]24, [13]24, [17]24, [21]24 }
} 

 

Berikut akan diberikan sifat – sifat yang berlaku pada aproksimasi bawah / atas dari suatu himpunan  pada 

ring. 

 

Proposisi 3 ( B. Davvaz, 2004) 

Diberikan 𝑅 ring dan 𝐼 ideal dari ring 𝑅. Untuk setiap ruang aproksimasi (𝑅, 𝐼) dan setiap himpunan bagian 

𝑆, 𝐻 ⊆ 𝑅 berlaku 

(1) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) ⊆ 𝑆 ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼 (𝑆) 

(2) 𝐴𝑝𝑟𝐼(∅) = ∅ = 𝐴𝑝𝑟𝐼  (∅) 

(3) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑅) = 𝑅 = 𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝑅) 

(4) Jika 𝑆 ⊆ 𝐻, maka 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝐻) dan  𝐴𝑝𝑟𝐼 (𝑆) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝐻), 

(5) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆 ∩ 𝐻) = 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) ∩   𝐴𝑝𝑟𝐼(𝐻), 

(6) 𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝑆 ∩ 𝐻) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝑁 (𝑆) ∩   𝐴𝑝𝑟𝑁  (𝐻), 
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(7) 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆 ∪ 𝐻) ⊇ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) ∪  𝐴𝑝𝑟𝐼(𝐻), 

(8) 𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝑆 ∪ 𝐻) = 𝐴𝑝𝑟𝐼 (𝑆)  ∪  𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝐻), 

 

Proposisi 4 ( B. Davvaz, 2004) 

Diberikan 𝐼, 𝐽 adalah dua ideal  dari ring 𝑅 sedemikian hingga 𝐼 ⊆ 𝐽 dan  𝑆  himpunan bagian  dari 𝑅. Maka  

(1) 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐴) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝐴), 

(2) 𝐴𝑝𝑟𝐼  (𝐴) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐽  (𝐴). 

 

3.   Hasil dan Pembahasan 

Pada pembahasan ini akan diberikan sifat terkait hubungan antara aproksimasi atas dan aproksimasi bawah 

dengan melibatkan dua ideal berbeda dari ring 𝑅 dan dua himpunan yang berbeda yang merupakan 

himpunan bagian dari ring 𝑅. Sifat ini merupakan kelanjutan dari paper (D.W. Setyawati & Subiono, 2022). 

 

Proposisi  5 

Diberikan I dan J   masing – masing ideal dari ring R. Jika 𝑆, 𝐻 ⊆ 𝑅 dan S, H ≠ ∅ maka 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) + 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) = 𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆 + 𝐻). 

Bukti. 

Karena Ideal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 4 pada                        

(D.W. Setyawati & Subiono, 2022). 

 

Proposisi  6 

Diberikan I dan J   masing – masing ideal dari ring R. Jika 𝑆, 𝐻 ⊆ 𝑅 dan S,H ≠ ∅ maka 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) + 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) ⊆  𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆 + 𝐻). 

Bukti. 

Karena Ideal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 7 pada (D.W. 

Setyawati & Subiono, 2022). 

 

 Pada proposisi 6 akan menjadi sama dengan apabila 𝑆, 𝐻 masing – masing ideal dari ring 𝑅. Hal ini 

ditunjukkan pada proposisi berikut. 

 

Proposisi  7 

Diberikan I , J, S dan 𝐻 masing – masing ideal dari ring R maka 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) + 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) =  𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆 + 𝐻). 

Bukti. 

Karena Ideal dari ring merupakan subgrup normal maka bukti didapatkan dari proposisi 9 pada (D.W. 

Setyawati & Subiono, 2022). 

 

Proposisi  8 

Diberikan I dan J   masing – masing ideal dari ring R. Jika 𝑆, 𝐻 ⊆ 𝑅 dan S,H ≠ ∅ maka 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻). 

 

Bukti.  

Ambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) maka 𝑥 = ∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖
𝑛
𝑖=1  untuk suatu 𝑠𝑖 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) dan ℎ𝑖 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) 

sehingga 𝑠𝑖 + 𝐼 ∩ 𝑆 ≠ ∅ dan ℎ𝑖 + 𝐽 ∩ 𝐻 ≠ ∅. Oleh karena itu terdapat 𝑎𝑖 ∈ 𝑠𝑖 + 𝐼 ∩ 𝑆 dan                              

𝑏𝑖 ∈ ℎ𝑖 + 𝐽 ∩ 𝐻 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 sehingga ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝑆𝐻𝑛
𝑖=1  dan ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∈ ∑ (𝑠𝑖 + 𝐼)𝑖(ℎ𝑖 + 𝐽) =𝑛

𝑖=1
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖 + 𝐼 + 𝐽𝑛
𝑖=1 . Karena ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝑆𝐻𝑛

𝑖=1  dan ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∈𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖 + 𝐼 + 𝐽𝑛

𝑖=1  maka                                  

∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖 + 𝐼 + 𝐽𝑛
𝑖=1 ∩ 𝑆𝐻 ≠ ∅. Hal ini menunjukkan bahwa 𝑥 = ∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖

𝑛
𝑖=1 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻). Terbukti bahwa 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) ⊆ 𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻). 
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Proposisi  9 

Diberikan I dan J   masing – masing ideal dari ring R. Jika 𝑆, 𝐻 ⊆ 𝑅 dan S,H ≠ ∅ maka 

𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆)  𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) ⊆  𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻). 

Bukti. 

Ambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) maka 𝑥 = ∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖
𝑛
𝑖=1  untuk suatu 𝑠𝑖 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆) dan ℎ𝑖 ∈ 𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) 

sehingga        𝑠𝑖 + 𝐼 ⊆ 𝑆      dan      ℎ𝑖 + 𝐽 ⊆ 𝐻        akibatnya ∑ (𝑠𝑖 + 𝐼)(ℎ𝑖 + 𝐽)𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑠𝑖ℎ𝑖 + 𝐼 + 𝐽)𝑛

𝑖=1 = 

(∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖
𝑛
𝑖=1 ) + 𝐼 + 𝐽 = 𝑥 + 𝐼 + 𝐽 ⊆ 𝑆𝐻. Hal ini menunjukkan bahwa 𝑥 = ∑ 𝑠𝑖ℎ𝑖

𝑛
𝑖=1 ∈) ⊆  𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻) . 

Terbukti bahwa 𝐴𝑝𝑟𝐼(𝑆)  𝐴𝑝𝑟𝐽(𝐻) ⊆  𝐴𝑝𝑟𝐼+𝐽(𝑆𝐻).   

 

4.   Simpulan 

 

Pada pembahasan, Proposisi 5, Proposisi 6, Proposisi 7, Proposisi 8 dan Proposisi 9 diperoleh sifat 

aproksimasi bawah dan aproksimasi atas pada ring dengan melibatkan 2 ideal yang berbeda dan 2 himpunan 

bagian yang berbeda dari ring. Pada pembahasan, Proposisi 5, Proposisi 6 dan Proposisi 7 operasi biner 

yang digunakan merupakan operasi penjumlahan pada aproksimasi atas maupun aproksimasi bawah 

sedangkan Proposisi 8 dan Proposisi 9 operasi biner yang digunakan merupakan operasi perkalian pada 

aproksimasi atas maupun aproksimasi bawah.  
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