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Abstrak 

Ruang bernorma cone merupakan perluasan dari ruang bernorma yaitu jika  kodomain dari fungsi norma diganti 

dengan ruang Banach real dengan himpunan cone yang termuat di dalamnya, Pada paper ini dikonstruksi suatu 

norma tertentu bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞. Selanjutnya, diselidiki beberapa sifat yang terkait 

diantaranya adalah sifat kekonvergenan, kelengkapan, keterbukaan/ ketertutupan dan keterbatasan dari ruang 

tersebut. 

Kata kunci: ruang bernorma, cone, ruang bernorma cone, ruang Banach cone  
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1.   Pendahuluan  

Konsep ruang metrik cone diperkenalkan oleh Guang dan Zhang pada tahun 2007. Ruang ini merupakan 

perumuman dari ruang metrik, yaitu dengan mengganti kodomain metrik dengan ruang Banach real dengan 

himpunan cone yang termuat di dalamnya. Mereka meneliti teorema titik tetap pemetaan kontraktif Banach 

(Guang & Zhang, 2007). Selanjutnya, Gordji dkk memperkenalkan ruang bernorma cone yang merupakan 

perumuman dari ruang bernorma. Jika kodomain norma diganti dengan ruang Banach real dengan 

himpunan cone yang termuat di dalamnya, maka ruang bernorma 𝑋 menjadi ruang bernorma con (Gordji 

et.al, 2012). Dalam paper tersebut diperkenalkan pula ruang Banach cone, yaitu ruang bernorma cone yang 

lengkap.  

Sementara itu, sifat-sifat seperti konvergensi, kelengkapan, keterbukaan/ketertutupan, maupun 

keterbatasan memiliki peranan penting, salah satunya dalam penelitian titik tetap pemetaan kontraktif 

Banach yang dilakukan oleh Guang dan Zhang. Untuk itu muncul suatu gagasan baru pada paper ini yaitu 

akan dikonstruksi suatu norma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞. Selanjutnya, diselidiki 

beberapa sifat yang terkait diantaranya adalah sifat kekonvergenan, kelengkapan, keterbukaan/ketertutupan 

dan keterbatasan dari ruang tersebut.  

2.   Tinjauan Pustaka  

Pada bagian ini diberikan beberapa definisi, teorema dan contoh terkait ruang bernorma, ruang Banach dan 

ruang bernorma cone.  

Misalkan 𝑋 ruang vektor atas field ℝ. Suatu norma pada 𝑋  adalah fungsi ‖ . ‖𝑋: 𝑋 → ℝ sehingga untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ berlaku: 

(N1) ‖𝑥‖𝑋 ≥ 0 

(N2) ‖𝑥‖𝑋 = 0 ⇔ 𝑥 = 0𝑋 (vektor nol) 

(N3) ‖𝛼𝑥‖𝑋 = |𝛼|‖𝑥‖𝑋 

(N4) ‖𝑥 + 𝑦‖𝑋 ≤ ‖𝑥‖𝑋 + ‖𝑦‖𝑋 
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Pasangan (𝑋, ‖ . ‖𝑋) disebut ruang bernorma (Rynne et.al, 2001). Jika setiap barisan Cauchy di 𝑋 konvergen 

di 𝑋 maka ruang bernorma (𝑋, ‖ . ‖𝑋) dikatakan lengkap (ruang Banach). Sebagai contoh, 𝐶[𝑎, 𝑏] ruang 

Banach dengan norma ‖ 𝑓‖∞ ≔ sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑡)| , ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] (Rynne et.al, 2001). Kemudian, himpunan 

ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞  merupakan himpunan dari semua barisan bilangan real yang memiliki deret konvergen-p 

absolut. Jadi ℓ𝑝 ≔ {𝑥̅ = (𝑥1 , 𝑥1 , … ): ∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 < ∞} . Himpunan ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ merupakan ruang 

Banach terhadap norma ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
≔ (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞

𝑛=1 )
1

𝑝 , ∀𝑥̅ ∈ ℓ𝑝 (Kreyszig, 1991). 

 

Definisi 2.1 (Guang, 2007; Sonmez et.al.,2010) Diberikan E ruang Banach real, 𝜃 elemen nol pada E, dan 

𝑃 ⊆ 𝐸. Himpunan P disebut cone jika memenuhi 

(C1) P tertutup, tak kosong, dan 𝑃 ≠ {𝜃}, 
(C2) Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ≥ 0 serta 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃, berlaku 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃, 

(C3) Jika 𝑥 ∈ 𝑃 dan (−𝑥) ∈ 𝑃, maka 𝑥 = 𝜃. 

 

Misalkan E ruang Banach real, 𝑃 ⊆ 𝐸 dan P himpunan cone. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 didefinisikan 

urutan parsial " ≼ ", sebagai berikut: 𝑥 ≼ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃. Sedangkan 𝑥 ≺ 𝑦 ⇔  𝑦 − 𝑥 ∈  𝑃 tetapi 𝑥 ≠
𝑦 serta 𝑥 ≪ 𝑦  ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝑃) dimana 𝐼𝑛𝑡(𝑃) ≔ interior dari 𝑃.  
 

Berikut ini diberikan contoh himpunan cone dan himpunan semua titik interior dari cone.  

 

Contoh 2.1 Diberikan 𝐸 = 𝐶[𝑎, 𝑏] ruang Banach dengan norma ‖ . ‖∞ . Himpunan 𝑃: = 𝐶0+[𝑎, 𝑏] dimana 

𝐶0+[𝑎, 𝑏] ≔ {𝑓: 𝑓(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 kontinu } merupakan himpunan cone. Himpunan semua titik 

interior dari 𝐶0+[𝑎, 𝑏] adalah himpunan 𝐶+[𝑎, 𝑏] ≔ {𝑓: 𝑓(𝑡) > 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 kontinu }. Dari Contoh 

2.1 ini terlihat bahwa 𝐼𝑛𝑡(𝐶0+[𝑎, 𝑏]) ≠ ∅. 

Misalkan 𝑋 ruang vektor atas field ℝ, E ruang Banach real, 𝑃 ⊆ 𝐸 dan P himpunan cone. Suatu fungsi 

‖ . ‖𝑋
𝐸 : 𝑋 → 𝐸 disebut norma cone di 𝑋 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ berlaku: 

(NC1) ‖𝑥‖𝑋
𝐸 ≽ 0𝐸 

(NC2) ‖𝑥‖𝑋
𝐸 = 0𝐸  ⇔ 𝑥 = 0𝑋 

(NC3) ‖𝛼𝑥‖𝑋
𝐸 = |𝛼|‖𝑥‖𝑋

𝐸  

(NC4) ‖𝑥 + 𝑦‖𝑋
𝐸 ≼ ‖𝑥‖𝑋

𝐸 + ‖𝑦‖𝑋
𝐸  

Pasangan (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) disebut ruang bernorma cone.  

Selanjutnya, diberikan pengertian barisan konvergen, barisan Cauchy dan kelengkapan himpunan di 

ruang bernorma cone. 

Definisi 2.2 (Guang, 2007; Sonmez et.al., 2010; Gordji et.al., 2012) 

Pandang (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) ruang bernorma cone.  

i. Suatu barisan  (𝑥𝑛) di (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0𝐸 ≪ 𝑐, 

terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 berakibat ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅, ‖𝑋
𝐸 ≪ 𝑐. 

ii. Suatu barisan  (𝑥𝑛) di (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) dikatakan barisan Cauchy jika setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0𝐸 ≪ 𝑐, 

terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 berakibat ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅𝑚‖𝑋
𝐸 ≪ 𝑐. 

iii. Jika setiap barisan Cauchy di 𝑋 konvergen di 𝑋 maka ruang bernorma (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) dikatakan 

lengkap. Ruang bernorma cone yang lengkap disebut ruang Banach cone. 

 

3.   Pembahasan  

Pada bagian ini dikonstruksi suatu fungsi norma cone tertentu dari ruang vektor 𝑋 = ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, ke 

ruang Banach 𝐸 = 𝐶[𝑎, 𝑏] dengan himpunan cone 𝑃 adalah 𝐶0+[𝑎, 𝑏] dan 𝐼𝑛𝑡(𝐶0+[𝑎, 𝑏])= 𝐶+[𝑎, 𝑏]. 
Himpunan cone 𝐶0+[𝑎, 𝑏] dan 𝐼𝑛𝑡(𝐶0+[𝑎, 𝑏]) masing-masing telah dibahas pada Contoh 2.1. Pada 
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pembahasan berikutnya, jika diperlukan penggunaan himpunan 𝐼𝑛𝑡(𝐶0+[𝑎, 𝑏])  maka selalu digunakan 

himpunan 𝐶+[𝑎, 𝑏]. Demikian juga untuk penulisan 𝑋 = ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, digunakan notasi 𝑋 = ℓ𝑝.  

Sebelum melangkah untuk mendapatkan norma cone tertentu bernilai pada ruang ℓ𝑝 bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏], 

diberikan Lemma berikut. 

 

Lemma 3.1. Diberikan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], maka pernyataan berikut berlaku: 

a. 𝑓 ≼ 𝑔 jika dan hanya jika 𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 
b. 𝑓 ≪ 𝑔 jika dan hanya jika 𝑓(𝑡) < 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 
c. 𝑓 = 𝑔 jika dan hanya jika 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

 

Bukti: 

a. 𝑓 ≼ 𝑔 ⇔ 𝑔 − 𝑓 ∈ 𝐶0+[𝑎, 𝑏] 
            ⇔ 𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 
            ⇔ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

b. 𝑓 ≪ 𝑔 ⇔ 𝑔 − 𝑓 ∈  𝐼𝑛𝑡(𝐶0+[𝑎, 𝑏]) = 𝐶+[𝑎, 𝑏] 
             ⇔ 𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 
             ⇔ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

c. 𝑓 = 𝑔 ⇔ 𝑔 − 𝑓 = 𝜃, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 
             ⇔ 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. ∎ 

 

Di bawah ini diberikan bentuk norma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝. 

 

Teorema 3.1. Diberikan sebarang 𝐹 ∈ 𝐶+[𝑎, 𝑏] tetap, himpunan cone 𝐶0+[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶[𝑎, 𝑏]  dan fungsi 

‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 : ℓ𝑝 → 𝐶[𝑎, 𝑏] yang didefinisikan sebagai 

‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 = 𝐹𝑥̅
𝑝

, 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝 

dimana 𝐹𝑥̅
𝑝
 adalah fungsi bernilai real dengan  

𝐹𝑥̅
𝑝(𝑡) ≔ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Fungsi  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶  merupakan norma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝 dan pasangan (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) 

merupakan ruang bernorma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝. 

 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ ℓ𝑝 dan 𝛼 ∈ ℝ. Telah diketahui bahwa 𝑋 = ℓ𝑝 merupakan ruang bernorma terhadap 

norma ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
≔ (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞

𝑛=1 )
1

𝑝 , ∀𝑥̅ ∈ ℓ𝑝.  

(NC1) Dari kenyataan ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
≥ 0, kemudian 𝐹(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] maka  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐹(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Dengan demikian 𝐹𝑥̅
𝑝

∈ 𝐶0+[𝑎, 𝑏] dimana 𝐶0+[𝑎, 𝑏] adalah himpunan cone. Jadi diperoleh 𝐹𝑥̅
𝑝(𝑡) ≽  𝜃.  

Oleh karena itu  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≽  𝜃. 

(NC2)  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 =  𝜃 ⇔ 𝐹𝑥̅
𝑝

= 𝜃 ⇔ 𝐹𝑥̅
𝑝(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

                                   ⇔ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

                                   ⇔ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
= 0 ⇔ 𝑥̅ = 0. 

(NC3) Dengan sifat norma  ‖ . ‖ℓ𝑝
 diperoleh ‖𝛼𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐹(𝑡) = |𝛼|‖𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Selanjutnya, 

𝐹𝛼𝑥̅
𝑝 (𝑡) = |𝛼|𝐹𝑥̅

𝑝(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Artinya, 𝐹𝛼𝑥̅
𝑝

= |𝛼|𝐹𝑥̅
𝑝
. Jadi ‖𝛼𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 = |𝛼|‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 . 

(NC4) Dari ketaksamaan segitiga pada norma ‖ . ‖ℓ𝑝
 dan Lemma 3.1, maka didapat 

‖𝑥̅ + 𝑦̅‖ℓ𝑝
≤ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

+ ‖𝑦̅‖ℓ𝑝
 

                              ‖𝑥̅ + 𝑦̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) ≤ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐹(𝑡) + ‖𝑦̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

                                                                                        ⇔ 𝐹𝑥̅+𝑦̅
𝑝 (𝑡) ≼ 𝐹𝑥̅

𝑝
+ 𝐹𝑦̅

𝑝
 

                                                                                        ⇔ ‖𝑥̅ + 𝑦̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≼ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 + ‖𝑦̅‖ℓ𝑝

𝐶 .  

Karena memenuhi (NC1)-(NC4) maka terbukti (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) merupakan ruang bernorma cone bernilai-

𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝. ∎ 
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Berikutnya, diberikan teorema  bahwa sifat konvergensi barisan dan barisan Cauchy yang berada di 

ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) memiliki suatu ekivalensi yang bersesuaian dengan sifat konvergensi 

barisan dan barisan Cauchy yang berada di ruang bernorma ℓ𝑝. 

 

Teorema 3.2. Diberikan ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) dan 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝. Jika (𝑥̅𝑛) barisan di ℓ𝑝, maka 

pernyataan berikut berlaku: 

a. Barisan (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) konvergen ke 𝑥̅ jika dan hanya jika (𝑥̅𝑛) di 

ruang bernorma ℓ𝑝 konvergen ke 𝑥̅. 

b. Barisan (𝑥̅𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) jika dan hanya jika 

(𝑥̅𝑛) barisan Cauchy di ruang bernorma ℓ𝑝. 

Bukti:  

a. (⇒) Misalkan (𝑥̅𝑛) barisan di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) konvergen ke 𝑥̅, artinya untuk setiap 

ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], ℎ ≫ 𝜃  terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 berakibat ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅, ‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ. Untuk 

setiap 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) < ℎ(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].  

                                                       ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
<

ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]                                                                         (1) 

Mudah dipahami bahwa 
ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
> 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dilain pihak, untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat ℎ𝜀 ∈ 𝐶+[𝑎, 𝑏] 

sehingga untuk sebarang 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] berlaku ℎ𝜀(𝑡) = 𝜀𝐹(𝑡). Akibatnya 𝜀 =
ℎ𝜀(𝑡)

𝐹(𝑡)
. Dengan demikian, 

untuk sebarang 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  tetap dan dengan mengambil ℎ = ℎ𝜀 maka dari (1), terdapat 𝑁𝜀 ∈ ℕ 

sedemikian hingga berlaku  

                                                       ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
<

ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
= 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑁𝜀 .                                                                   (2) 

Dengan kata lain barisan (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma ℓ𝑝 konvergen ke 𝑥̅.  

 

(⇐) Misalkan barisan (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma ℓ𝑝 konvergen ke 𝑥̅, artinya  untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 

𝑁𝜀 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁𝜀  berakibat ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
< 𝜀. Dilain pihak, untuk setiap 

ℎ ∈ 𝐶+[𝑎, 𝑏], terdapat 𝜀ℎ > 0 sehingga  

𝜀ℎ =
ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Jadi didapat 𝜀ℎ𝐹(𝑡) = ℎ(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan mengambil 𝜀 = 𝜀ℎ dan dengan mengalikan kedua ruas     

(2) dengan 𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] maka terdapat 𝑁ℎ ∈ ℕ sehingga ∀𝑛 ≥ 𝑁ℎ berlaku  

‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) = ℎ(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Jadi untuk setiap ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], ℎ ≫ 𝜃  terdapat 𝑁ℎ ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁ℎ berakibat 

‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅, ‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ. Terbukti barisan  (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) konvergen ke 𝑥̅. 

 

b. Bukti analog dengan bagian (a) dan menggunakan Definisi 2.2. ∎ 

 

Teorema 3.3. Ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) merupakan ruang Banach cone. 

 

Bukti: 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Dari Teorem 3.2 (b) maka (𝑥̅𝑛) 

adalah barisan Cauchy di ℓ𝑝.  Karena telah diketahui bahwa ℓ𝑝 adalah ruang Banach, maka (𝑥̅𝑛) konvergen 

ke 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝. Berdasarkan Teorema 3.2 (a) diperoleh bahwa barisan Cuachy (𝑥̅𝑛) di ruang bernorma cone 

(ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) konvergen ke 𝑥̅ ∈ (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Jadi (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) ruang Banach cone.∎ 

 

 

Selanjutnya, ditunjukkan sifat terbuka dan tertutup di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Namun, 

sebelumnya diberikan teorema berikut ini. 
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Teorema 3.4. Misalkan (𝑋, ‖ . ‖𝑋
𝐸 ) ruang bernorma cone dan 𝐴 ⊆ 𝑋. Jika 𝐴 ruang Banach cone, maka 𝐴 

tertutup. 

Bukti: 

Misalkan 𝐴 ruang Banach cone, maka setiap barisan Cauchy (𝑥𝑛) di 𝐴 konvergen di  𝐴. Dilain pihak,  setiap 

barisan di 𝐴 yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 adalah barisan Cauchy. Karena 𝐴 ruang Banach cone maka 𝑥 ∈ 𝐴. 

Jadi 𝐴 tertutup. ∎ 

Teorema 3.5. Ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) adalah terbuka dan tertutup. 

 

Bukti: 

Karena ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) adalah ruang Banach cone, maka dari Teorema 3.4, ruang 

bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) tertutup. Selanjutnya, untuk setiap 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝, persekitaran-ℎ  dari 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝 adalah 

himpunan 

                                 𝐵ℎ(𝑥̅) = {𝑦̅ ∈ ℓ𝑝:  ‖𝑥̅ − 𝑦̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ} 

untuk suatu  ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 0 ≪ ℎ. Terlihat bahwa  𝐵ℎ(𝑥̅) ⊆ ℓ𝑝, artinya setiap titik di dalam ℓ𝑝 adalah titik 

interior dari ℓ𝑝. Oleh karena itu ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) terbuka.∎ 

 

Berikut ini diberikan sebuah teorema  hubungan ekivalensi pada sifat keterbukaan/ketertutupan antar 

ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) dengan ruang bernorma ℓ𝑝. 

 

Teorema 3.6. Pandang ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Jika 𝐴 ⊆ ℓ𝑝 maka pernyataan berikut 

berlaku: 

a. Himpunan 𝐴 terbuka di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) jika dan hanya jika himpunan 

𝐴 terbuka di ruang bernorma ℓ𝑝. 

b. Himpunan 𝐴 tertutup di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) jika dan hanya jika himpunan 

𝐴 tertutup di ruang bernorma ℓ𝑝. 

Bukti: 

a. (⇒) Misalkan 𝐴 terbuka di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ), jadi setiap titik dari 𝐴 adalah titik 

interior dari 𝐴. Artinya untuk setiap 𝑎̅ ∈ 𝐴 terdapat ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], ℎ ≫ 𝜃  sehingga 𝐵ℎ(𝑎̅)  ⊆ 𝐴 

dimana 𝐵ℎ(𝑎̅) = {𝑥̅ ∈ ℓ𝑝:  ‖𝑎̅ − 𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ}. Ambil 𝑥̅ ∈ 𝐵ℎ(𝑎̅), maka diperoleh  ‖𝑎̅ − 𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ. 

Selanjutnya,  

                                     ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) < ℎ(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].  

                                                ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝
<

ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]                                                               (3) 

 

 

Mudah dipahami bahwa 
ℎ(𝑡)

𝐹(𝑡)
> 0, , ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Sekarang, ambil 𝑡′ ∈ [𝑎, 𝑏] tetap, dan misalkan 

ℎ(𝑡′)

𝐹(𝑡′)
= 𝜀, maka untuk setiap 𝜀 > 0 dan dari (3) dapat ditulis ‖𝑥̅𝑛 − 𝑥̅‖ℓ𝑝

< 𝜀. Artinya 𝑥̅ ∈ 𝐵(𝑎̅; 𝜀). 

Karena 𝐵ℎ(𝑎̅) ⊆ 𝐴 maka 𝑥̅ ∈ 𝐴. Dengan demikian 𝐵(𝑎̅; 𝜀) ⊆ 𝐴. Jadi 𝑎̅ titik interior dari 𝐴. di 

ruang bernorma ℓ𝑝. Karena 𝑎̅ ∈ 𝐴 sebarang maka 𝐴 terbuka di ruang bernorma ℓ𝑝 . 

(⇐) Misalkan 𝐴 terbuka di ruang bernorma ℓ𝑝, artinya setiap titik di 𝐴. adalah titik interior dari 

𝐴. di ruang bernorma ℓ𝑝 . Dengan kata lain untuk setiap 𝑎̅ ∈ 𝐴 terdapat 𝜀 > 0 sehingga 𝐵(𝑎̅; 𝜀) ⊆

𝐴. Selanjutnya, diambil sebarang 𝑥̅ ∈  𝐵(𝑎̅; 𝜀) maka 

                                                       ‖𝑎̅ − 𝑥̅‖ℓ𝑝
< 𝜀                                                                                      (4) 

 

Kalikan kedua ruas (4) dengan 𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] maka diperoleh 

                                               ‖𝑎̅ − 𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) < 𝜀 𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]                                             (5) 
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Misalkan ℎ(𝑡) =  𝜀 𝐹(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] maka dari (5) berakibat  ‖𝑎̅ − 𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≪ ℎ. Artinya, 𝑥̅ adalah 

sebarang elemen di 𝐵ℎ(𝑎̅). Karena 𝐵(𝑎̅; 𝜀) ⊆ 𝐴 maka 𝑥̅ ∈ 𝐴. Jadi 𝐵ℎ(𝑎̅) ⊆ 𝐴. Dengan demikian 

𝑎̅ titik inerior dari 𝐴 di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Karena 𝑎̅ ∈ 𝐴 sebarang, maka 𝐴 

terbuka di ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). 

 

b. Bukti analog dengan (a) dengan catatan bahwa 𝐴 tertutup di ruang bernorma cone 

(ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) artinya 𝐴𝒸 = ℓ𝑝\𝐴 terbuka di (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). Demikian juga 𝐴 tertutup di ruang 

bernorma ℓ𝑝 artinya 𝐴𝒸 = ℓ𝑝\𝐴 terbuak di  ℓ𝑝. ∎ 

 

 

Selanjutnya, diberikan suatu teorema yang menunjukkan sifat keterbatasan dalam ruang bernorma 

cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ). 

 

Teorema 3.7. Ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) tidak terbatas cone. 

 

Bukti: 

Karena  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶  bergantung pada nilai ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
 untuk 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝, maka  untuk setiap 𝛽 ≥ 0 pastilah terdapat 𝑥̅ ∈

ℓ𝑝 sedemikian hingga ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
>  𝛽. Jadi, untuk setiap 𝛽 ≥ 0 ada fungsi 𝑓𝛽(𝑡) ≔ 𝛽𝐹(𝑡), untuk setiap 𝑡 ∈

[𝑎, 𝑏]. Hal ini berakibat ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡) > 𝑓𝛽(𝑡), untuk setiap 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan demikian berlaku  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≻ 𝑓𝛽 

dan 𝑓𝛽 ∈ 𝐶0+[𝑎, 𝑏]. Dilain pihak, untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐶0+[𝑎, 𝑏] maka terdapat 𝛽𝑔 ≥ 0 sedemikian hingga 

𝑔(𝑡) = 𝑓𝛽𝑔
(𝑡) untuk setiap 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Hal ini berakibat 𝑔 = 𝑓𝛽𝑔

, maka  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≻ 𝑔. Jadi jelas bahwa 𝑔 ∈

𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑔 ≫ 0. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑔 ≽ 𝜃 terdapat 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝 

dengan ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
> 𝛽𝑔 > 0 sedemikian hingga  ‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 ≻ 𝑔. Jadi terbukti ℓ𝑝 tidak terbatas cone. ∎ 

 

Meskipun ruang bernorma cone (ℓ𝑝,  ‖ ‖ℓ𝑝

𝐶 ) tidak terbatas cone, namun memiliki himpunan bagian 

yang terbatas cone. Jika diberikan himpunan 𝑆 ⊆ ℓ𝑝 dengan 𝑆 ≔ {𝑥̅ ∈ ℓ𝑝: ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
≤ 1} maka himpunan 𝑆 

terbatas cone. 

  

4.   Simpulan  

Telah dikonstruksi suatu norma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝 dengan norma cone  

‖𝑥̅‖ℓ𝑝

𝐶 = 𝐹𝑥̅
𝑝

, 𝑥̅ ∈ ℓ𝑝  dimana 𝐹𝑥̅
𝑝
 adalah fungsi bernilai real dengan 𝐹𝑥̅

𝑝(𝑡) ≔ ‖𝑥̅‖ℓ𝑝
𝐹(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Ruang 

bernorma cone bernilai-𝐶[𝑎, 𝑏] pada ruang ℓ𝑝 merupakan ruang Banach cone. Ruang ini bersifat tertutup, 

terbuka dan tidak terbatas cone. 
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