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Abstrak 

Control Lyapunov Function (CLF) adalah sebuah sistem tak linier, mengawasi stabilitas ke sistem untuk 

mendapakan CLF, turunan waktu dari sebuah fungsional seharusnya didefinisikan negatif. Frekuensi prosedur 

memperbaiki sebuah input pengawasan dimana fungsi rasional atau fungsi invers. Input Pengawasan tidak 

didefinisikan pada ruang spesifik di mana fungsi rasional sama dengan nol atau fungsi invers tak ada. Dengan 

singularitas, trayektori sistem pengawasan tidak dapat dibangun, dimana salah satu dari alasan penting untuk 

membuat sistem tak linier menjadi stabil asymptotik global, angka reproduksi RO ≤ 1. Jika RO  1 keseimbangan 

endenik, stabil asymptotik positif. Hukum pengawasan halus  ke stabilitas asymptotik global dengan arti 

membatalkan singularitas pada input pengawasan. 

Kata kunci: 

Control Lyapunov Function, input singularitas, global stabilitas  
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1.   Pendahuluan 

Ada pengawasan umum untuk sistem tak linier tetapi diketahui macam-macam pengawasan dapat 

diterapkan ke sistem tak linier yang dibatasi, dimana keadaan aman, untuk contoh , pengawasan model 

linierisasi. [3, 4, 6]. 

Meskipun varietas pengwasan tak linier, kriteria stabilitas menggunakan sebuah energi fungsi 

yang merupakan umum. Pendekatan CLF adalah contoh sedemikian mode hingga fungsi energi di gunakan 

aktif merancang pengawasan untuk sistem tak liner [7] tetapi pendekatan ini mempunyai batas kepastian 

stabilitas global. Karena sebuah singularitas cenderung ke input pengawasan tujuannya merancang sebuah 

hukum pengawasan yang halus di mana dapat menjamin stabilitas global dengan membatalkan singularitas 

dari input pengawsasan di bangun pada prosedur rancang CLV. 

Untuk mendapatkan CLV dari sitem tak linier yang diberikan dengan menandai input pengawasan 

yang membuat waktu turunan dari energi fungsi di pilih menjadi definit negatif input pengawasan meliputi 

sebuah invers fungsi atau sebuah fungsi rasional. Input pengawasan tak di definisikan pada ruang bagian 

spesifik di mana invers fungsi tidak terdapat atau penyebut dari fungsi rasional adalah semua sama dengan 

nol. Pada daerah ini disebut manifold singular, trayektori dari system pengawasan tidak dapat di bangun 

karna input pengawasan menyimpang.  

Sebuah metode membatalkan singularitas yang di bangun pada prosedur rancangan CLF. Stabilitas 

global dari sistem pengawasan di pastikan karena hukuman pengawasan tidak memuat singularitas dan 

terdefinisi dengan baik. Pada sebuah ruang bagian. Dan trayektor halus dari pengawasan sistim di bangun 

karena pengawasan tidak memerlukan sebuah aksi. 
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2.   Pembahasan 

2.1.   Singularitas Pada Pendekatan CLF 

Pendekatan CLF di rancang sebuah input pengawasan untuk membuat turunan dari sebuah 

fungsi energy yang dipilih definit negatif. Pandangan sebuah ssstem tak linier dengan sebuah input 

tunggal sebagai berikut 

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 ….. (1) 

Misalkan bahwa ada sebuah fungsi energy v(x) dimana sebuah kontinuitas dan fungsi definit positif. 

Turunan waktu dari fungsi energy sepanjang trayektori system (1) adalah. 

�̇� = ∇ 𝑉 �̇� 

= ∇ 𝑉[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢] , 
Diman v menyatakan gradient v terhadap x. Jika input pengawasan u mengakibatkan  

𝑢 <  
∇ 𝑉 𝑓(𝑥)

∇ 𝑉 𝑔(𝑥)
 ….. (2) 

 

Pada ruang bagian seluruhnya kecuali pusat, maka �̇� juga difinit negative kecuali pusat. 

Keberadaan CLF menjamin pusat dari system yang asimptotik global. Tetapi input pengawasan 

mengakibatkan (2) mempunyai sebuah singularitas dimana penyebut sama dengan nol karena input 

pengawasan di berikan sebagai sebuah fungsi rasional. Yang berarti trayektori dari sistem 

pengawasan tidak dapat di bangun pada daerah yang disebut manifold singular karena input 

pengawasan divergen khususnya jika manifold tunggal membangun semua ruang bagian, trayektori 

tidak dapat konvergen ke pusat jika langkah awal di berikan diatas manifold tunggal karena 

trayektori tidak dapat melaluinya. Jadi, salah satunya tidak dapat stabilitas asimptotik global dari 

pusat system pengawasan, dalam sistem pengawasan menjaedi tak dapat di awasi jika trayektori 

manifold tunggal karena input pengawasan sebelum divergen. 

Pada kejadian sistem input banyak, input pengawasan diberikan bukan fungsi rasional tetapi 

fungsi invers. Ketunggalan muncul jika invers dari sebuah matrik yang diberikan tidak ada saturasi 

boleh terjadi jika bilangan keadaan dari sebuah matrik adalah [9, 10, 12] 

2.2.   Pembatalan Singularitas Pada Rancangan CLF  

Sebuah hukum pengawasan harus yang stabilitas asimptotik global dari pusat di berikan 

sistim tak linier dengan pembatalan input ketunggalan yang dibangun pada prosedur rancangan CLF. 

Pandang sebuah sistem tak linier dengan input tunggal u dan sebuah input matriks konstan B sebagai 

berikut. 

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝐵𝑢  

dimana x adalah sebuah variabel bagian, f(x) adalah sebuah sistim dimana fungsi vector halus, B 

adalah sebuah input matriks dimana unsurnya adalah konstan dan u adalah sebuah input 

pengawasan. Misalkan bahwa sistim drift f(x) terdiri dari sebuah bagian linier Ax dan sebuah bagian 

tak linier (x) dimana sebuah fungsi analitik real. Maka, sistem tak linier dapat di tulis sebagai  

�̇� = 𝐴𝑥 + ∅(𝑥) + 𝐵𝑢  ….. (3) 

Jika ada sebuah input pengawasan halus yang membuat turunan waktu dari sebuah fungsi energi 

yang definit negatif, stabilitas asimptotik dari pusat (3) dijamin perkembangan ke stabilitas global, 

sebuah keadaan tambahan pada fungsi energi. 

Definisi 3.1  

Sebuah fungsi mengakibatkan  

V (x) →  sebagai  x  →  

Dikatakan radial tak terbatas [4] 

Lemma 3.1 

Misal pusat adalah sebuah titik keseimbangan untuk (3). Jika ada sebuah fungsi v yang dapat 

di diferensialkan dengan kontinu, sedemikian hingga  

V (0) = 0 dan v (x)  0 , V x ≠ 0 

�̇�(𝑥) ∠0 , ∋ ∀ 𝑥 ≠ 0 …. (4) 

V radial tak terbatas . 

Maka, pusat adalah stabil asimptotik global. 

Lemma ini menyatakan perbaikan umum, dimana keberadaan fungsi energi mengakibatkan 

(4) menjamin stabilitas asimptotik global. Tetapi menemukan fungsi energi untuk setiap sistim tak 
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linier. Teorema berikut mulai dari fungsi energi sederhana dalam bentuk sempurna dan konsentrasi 

pada merancang input pengawasan halus yang membuat fungsi menjadi sebuah CLF untuk sistem 

tak linier. 

Teorema 3.2 

Untuk sistem (3), jika pasangan (A, B) adalah dapat di awasi dengan  sebuah fungsi energi 

V = XT Mx sedemikian hingga L13 V adalah faktor LBV , dimana M adalah matrik definit positif 

simetrik. Maka terdapat input pengawasan halus yang menjamin stabilitas asimptotik global dari 

pusat (3). 

Bukti  

Tandai input pengawasan u untuk sistem (3). Sebagai  

u = -KT x +  (x) …. (5) 

dimana K adalah bagian  dan  (x) adalah bagian tidak linier. 

Dengan input pengawasan sistim tak linier yang diberikan (3) menjadi 

�̇� =  (𝐴 − 𝐵𝐾𝑇)𝑥 +  ∅ (𝑥) + 𝐵 𝜌(𝑥) 

Sedangkan, turunan waktu dari sebuah fungsi energi V sepanjang trayektori sistem adalah  

�̇� =  ∇ 𝑉 �̇�  
= ∇ 𝑉[(𝐴 − 𝐵𝐾𝑇)𝑥 +  ∅ (𝑥) + 𝐵 𝜌(𝑥)] 

= 𝐿𝑇𝑥  𝑉 + 𝐿∅(𝑥)𝑉 + 𝐿𝐵 𝑉𝜌(𝑥)  

Dimana  V adalah gradien V terhadap x LhV adalah derivatif Lie dari V sepanjang h, dan T = A – 

BKT ,  Terdapat sebuah K sepanjang T menjadi sebuah matriks Hurwitz karena pasangan (A,B) 

dapat di awasi. Misal L V =    a (x), LB V = b(x) ,  dan LTx V = c (x) maka  

𝑉 = 𝑐(𝑥)̇ + (𝑎𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜌(𝑥) …. (6) 

Menggunakan  sebuah fungsi eneriy V = xT Mx  mengakibatkan keadaan pertama dari (4), suku 

pertama dari kanan (6) adalah 

c (x) = xT (M T + TTM) x 

Karena T adalah matrik Hurwitz, terdapat sebuah matrik definit positif simetrik N sedemikian 

hingga. 

MT + TTM = - N , 

Dimana c (x) < 0 untuk semua x kecuali pusat.  

Jika bagian tak linier dari (5) dan (6) di tandai sebagai 

𝜌(𝑥) =  −
𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
 …. (7) 

maka derivatif waktu dari fungsi energi (6) kurang dari 0. Untuk semua x kecuali pusat dan manifold 

singular S = {x b(x) = 0}. Dengan asumsi, b(x) adalah sebuah faktor dari (x), penyebut (7) di 

keluarkan. Ini menuju hasil input pengawasan (5) adalah fungsi halus dan terdefinisi baik pada ruang 

bagian, yang mengakibatkan keadaan kedua dari (4) dan kontinu dapat di turunkan dari V(x). 

Keadaan ketiga dari (4) di sesuaikan oleh ketidaksamaan Rayleigh sebagai berikut. 

min (M)  x 2  V  max (M)  x 2 dimana min dan max menyatakan minimum dan nilai 

eigen maksimum, dimana bilangan real M adalah matrik simetrik, missal  x  menuju infinitas batas 

bawah dan fungsi energi. Oleh karena itu input pengawasan halus (5) mengikuti fungsi energi V 

menjadi sebuah CLF untuk sistem yagn diberikan dan menjamin stabilitas asimptotik global dari 

pusat. 

2.3.   Contoh-Contoh 

Pada umumnya mudah menemukan CLF yang sesuai untuk sebuah sistim tak linier. Memang sebuah 

sistim tak linier. Merancang sebuah input pengawasan yang membuat fungsi energi paling sederhana 

pada bentuk sempurna menjadi sebuah CLF contoh berikut menunjukkan metode sebab pengawasan 

halus yang menjamin stabilitas asuimptotik global tidak seperti metoda yang mempunyai sebuah 

limit pada stabilitas global karena singularitas pada input pengawasan atau trayektori halus karena 

diskontinuitas pada input pengawasan. 

2.3.1 Stabilitas local dengan linieritas masukan 

Contoh ini adalah kejadian bahwa pusat atraksi di batasi karena singularitas pada 

input pengawasan dirancang 

�̇�1 =  −𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 

�̇�2 =  −𝑥1𝑥3 − 𝑥2 + 4  
�̇�3 =  −𝑥1 + 4  …. (8) 
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Hasil input pengawasan oleh input linierisasi diberikan sebagai berikut 

𝑢 =  
1

𝑥1
 (𝑉 − 3𝑥1 + 4𝑥2 − 2𝑥3 −  𝑥3 − 𝑥2𝑥3 +  3𝑥1 𝑥3 + 𝑥1

2 + 𝑥2
3) …. 

(9) 

Dengan input pengawasan, sistim tak linier (8) menjadi sebuah sistem linier dengan sebuah 

input pengawasan baru V pada (9). Stabilitas asimptotik dari pusat sistim dapat diperoleh 

sebuah input bagian sebarang di mana menstabilkan sistim linier [4]. Bagaimanapun karena 

input pengawasan (9) mempunyai manifold singular S = {x  x1 + 1 = 0}, input pengawasan 

tidak didefinisikan pada manifold. Dan manifold membangun semua ruang bagian. Jadi, 

stabilitas global dari sistim pengawasan . Untuk contoh, trayektori mulai dari sebuah bagian 

awal X0 = [-2  0  0}T
 tidak dapat konvergen ke pusat karena tidak dapat melalui manifold 

singular. 

Untuk menerapkan metode, tulis ulang sistim (8) pada bentuk (3) 

𝑥 =  𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 +  ∅(𝑥)̇  

=  [
−1 1 −1
0 −1 0

−1 0 0
]  𝑥 +  [

0
1
1

]  𝑢 + [
0

−𝑥1 𝑥2

0
] 

Pasangan (A, B) dari sistim dapat di awasi karena matriks yang dapat di awasi mempunyai 

rank penuh. Misal sebuah fungsi energi adalah V = XTM x ,  dimana M adalah sebuah matriks 

definit positif simetrik sebarang 

𝑀 =  [

𝑚11 𝑚12 𝑚13

𝑚12 𝑚22 𝑚23

𝑚13 𝑚23 𝑚33

] 

Dan, menghitung LV dan LBV 

LV = -2 x1 x3 (m12 x1 + m22 x2 + m23 x3) 

LB V = 2[( m12 + m13) x1 + (m22 + m23) x2 + (m23 + m33) x3] 

Merencanakan unsur-unsur dan M untuk membuat LBV menjadi X3 adalah sebuah faktor LV 

Contoh m12 = - m13  , m22 = -m23 , dan unsur lan dipilih sebarang M menjadi definit pisitif 

sebagai berikut 

𝑀 =  [
2 1 −1
1 1 −1

−1 −1 3
]  > 0 

Matriks definit positif simetrik mengikuti  

LV = -2 x1 x3 (x1 + x2 – x3) 

LBV = 4 x 3 …. (10) 

Mengakibtkan asumsi teorema pada sub bab 3 dan fungsi energi V menjadi sebuah CLF 

untuk sistem yang diberikan. Hasil input pengawasan oleh (5) , (7) dan (10) adalah 

u = -KT x ½ x1 (x1 + x2 – x3) …. (11) 

dimana adalah sebuah bagian dari input untuk A – BKT untuk menstabilkan. Tidak seperti input 

pengawasan (9) oleh linierisasi, tidak ada singularitas pada input pengawasan  (11) Jadi, 

stabilitas asimptotik global dari pusat sistem (8) adalah m;enjamin input pengawasan halus  

2.3.2. Atraksi Pusat  

Contoh ini adalah kejadian bahwa pusat atraksi di kembangkan oleh, singalaritas 

𝑥1̇ =  𝑥2 

𝑥1̇ =  𝑥1 + (1 +  𝑥1 +  𝑥2) 𝑥3 

𝑥3̇ =  4 

 

Input pengawasan di hasilkan oleh langkah yang diberikan sebagai 

Z1 = X1 

Z2 = X2 + 1 X1 

𝑍3 = 𝑥3 +  
1

1+ 𝑥1+ 𝑥2
 (∑ 𝑍2 + ∑ 𝑥2 + 2 𝑥11 ) ...... 

(13) 

𝑢 = − ∑ 𝑍3
3

− 
∑ 1 +  ∑ 2

(1 +  𝑥1 + 𝑥2)2
  [𝑥1 + 𝑥2 + (1 +  𝑥1 + 𝑥2)𝑥3] − (1 +  𝑥1 +  𝑥2)𝑍2 

Dimana 1 , 2 , 3 di rancang ukuran [6] Input pengawasan u pada (13) meliputi sebuah fungsi 

rasional. Jadi u tidak didefinisikan pada manifold singular. 
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3. Simpulan 

Sebuah metode pengawasan dengan pembatalan input singularitas dibangun pada prosedur rancangan 

CLF. Metode yang diajukan menjamin stabilitas   asimptotik global , hukum pengawasan halus  seperti 

metode yang ada ., linierisaasi , pengawasan mode, Contoh yang ditunjukkan simplisitas dari pendekatan 

.Singularitas diwakili sebagai kombinasi linier karena pemisalan .bahwa input matriks adalah konstan dan 

energi fungsi adalah bentuk kwadrat sempurna.Pilihan yang lebih sedikit pada suku pembatalan dan 

pembatasan pada sistim yang dapat diaplikasikan .Penelitian yang lebih jauh membuktikan diterapkannya 

metode dengan memandang  bermacam macam energi fungsi .  
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