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Abstrak

Virus Ebola termasuk ke dalam keluarga Filovirus. Filovirus diklasifikasikan ke dalam orde
Mononegavirales yang berisi virus RNA untai — negatif tak bersegmen family
Paramyxoviridae, Rhabdoviridae, dan Bornaviridae. Termasuk dengan epidemik saat ini, telah
ada kira — kira 20 penyebaran Ebola yang dikenali, semua terjadi di Afrika, dengan tingkat
kematian 25% hingga 90%. Mengingat betapa bahayanya penyakit Ebola terhadap umat
manusia, maka sangat perlu bagi manusia untuk mempelajari penyakit tersebut, salah
satunya dengan pemodelan matematika penyebaran penyakit Ebola. Model matematika
yang digunakan dalam penelitian ini adalah model epidemi SIR yang ditambah dengan
kompartemen/kelas Treatment. Setelah terbangun model matematika penyebaran penyakit
Ebola, selanjutnya dianalisis sehingga nantinya akan diperoleh titik kesetimbangan
(ekuilibrium) nya. Selanjutnya menentukan bilangan reproduksi dasar (R,). Setelah
didapat titik kesetimbangan dan bilangan reproduksi dasar (R,) tersebut, selanjutnya
dilakukan analisis lebih lanjut tentang kestabilan titik kesetimbangannya. Lebih lanjut juga
untuk mensimulasikan penyebaran penyakit Ebola maka dapat dilakukan dengan
menggunakan Maple.

Abstract

The Ebola virus belongs to the family Filovirus. Filovirus classified in order Mononegavirales
containing strand RINA virus - not segmented negative family Paramyxoviridae, Rhabdoviridae, and
Bornaviridae. Included with the current epidemic, there has been about 20 spread of Ebola identified,
all occurred in Africa, with a mortality rate of 25% to 90%. Considering how dangerous the disease
Ebola against humanity, it is very necessary for people to learn about the disease, one of them with
the mathematical modeling of the spread of Ebola disease. The mathematical model used in this
study is the SIR epidemic models with added compartment/class Treatment. Upon waking the
mathematical model the spread of Ebola disease, then analyzed so that will be obtained the
equilibrium point. Next determine the basic reproduction number (Ry). Having obtained the
equilibrium point and the basic reproduction number (Ry), then performed further analysis of the
stability of the equilibrium point. Further also to simulate the spread of Ebola disease, it can be done
using Maple.
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PENDAHULUAN
Virus Ebola termasuk ke dalam keluarga
Filovirus  (Meyers et al, 2015). Filovirus

diklasifikasikan ke dalam orde Mononegavirales
yang berisi virus RNA untai — negatif tak
bersegmen family Paramyxoviridae, Rhabdoviridae,
dan Bornaviridae (Beer & Kurth, 1999). Ebola
pertama kali diperkenalkan pada tahun 1976
ketika 2 penyebaran yang tak bersangkutan
terjadi di Sudan bagian selatan dan Republik
Demokratik Kongo. Virus ini diberi nama Ebola,
mirip dengan nama sebuah sungai kecil dekat
pusat penyebaran di Republik Demokratik
Kongo. Termasuk dengan epidemik saat ini,
telah ada kira — kira 20 penyebaran Ebola yang
dikenali, semua terjadi di Afrika, dengan tingkat
kematian 25% hingga 90% (Meyers et al, 2015).

Penyebaran penyakit karena virus Ebola
terjadi oleh kontak langsung melalui kulit yang
rusak atau membran selaput lendir atau objek
seperti jarum. Cairan tubuh, termasuk air liur,
darah, muntahan, diare, dan air mani, muncul
menjadi objek penularan. Penyebaran terjadi dari
korban Ebola yang mati ke anggota keluarga
yang melakukan ritual pencucian mayat dalam
proses pemakaman. Kontak fisik sederhana
dengan individu yang terinfeksi tidak cukup
menimbulkan penyakit. Secara umum Ebola
tidak menyebar melalui penyebaran udara. Jadi,
sebagai perbandingan, penularannya tidak
seperti campak atau influenza (Meyers et al,
2015).

Penyakt karena virus Ebola disebabkan oleh
infeksi Filovirus Zaire ebolavirus, yang memiliki
jangkauan yang luas terhadap efek kardiovaskular
dan paru — paru. Penyakit ini pertama kali
diamati pada 1976 di lembah sungai Ebola yang
sekarang dikenal sebagai Republik Demokratik
Kongo, Afrika. Sejak saat itu, Zaire ebolavirus
telah menyebabkan sejumlah wabah selama 3
dekade terakhir dan telah memuncak dalam
wabah terbesar saat ini, yang telah berlangsung
di sejumlah negara Afrika Barat dan tersebar di
seluruh dunia (Heller et a/, 2015).

Berdasarkan penjelasan singkat mengenai
fakta — fakta tentang penyakit yang disebabkan
virus Ebola di atas dan mengingat betapa
bahayanya penyakit tersebut terhadap umat
manusia, maka sangat perlu bagi manusia untuk
mempelajari penyakit tersebut, salah satunya
dengan pemodelan matematika penyebaran
penyakit Ebola. Model matematika yang
digunakan dalam penelitian ini adalah model
epidemi SIR yang ditambah dengan
kompartemen/kelas Treatment.

Terdapat beberapa penelitian terdahulu
mengenai  pemodelan  matematika  pada
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penyebaran penyakit Ebola yang dijadikan acuan
pada penelitian ini, diantaranya adalah : (1)
Model matematika SEIR (Susceptible — Exposed —
Infected Recovered)  ditambah  dengan
kompartemen D (Died) (Ndanguza et al, 2011);
(2) Model matematika SEIR (Susceptible — Exposed
Infected Recovered) ditambah dengan
kompartemen D (Died), H (Hospitalization), dan B
(Buried) (Hu et al, 2015); (3) Model matematika
SEIR (Susceptible — Exposed — Infected — Recovered)
ditambah dengan kompartemen D (Died)
(Althaus et al, 2015); (4) Model matematika SLIR
(Susceptible — Latent — Infeced — Recovered) ditambah
dengan kompartemen D (Died) (Do & Lee,
2015); dan (5) Model matematika SLI (Susceptible
Latent Infected) ditambah  dengan
kompartemen — kompartemen yang merupakan
bagian dari kompartemen Treatment (Huo et al,
2015).

Setelah terbangun model matematika
penyebaran penyakit Ebola, selanjutnya akan
dianalisis model matematika penyebaran
penyakit Ebola sehingga nantinya akan diperoleh
tittk  kesetimbangan  (ekuilibrium) nya.
Selanjutnya menentukan bilangan reproduksi
dasar (R,). Setelah didapat titik kesetimbangan
dan bilangan reproduksi dasar (R,) tersebut,
selanjutnya dilakukan analisis lebih lanjut
tentang kestabilan titik kesetimbangannya. Lebih
lanjut juga untuk mensimulasikan penyebaran
penyakit Ebola maka dapat dilakukan dengan
menggunakan Maple.

Dari latar belakang tersebut, dirumuskan
beberapa permasalahan yaitu bagaimana model
matematika penyebaran penyakit Ebola,
menentukan titik kesetimbangan dan bilangan
reproduksi dasar (Ry), analisis kestabilan titik
kesetimbangan serta simulasi model matematika
penyebaran penyakit Ebola.

Pada penelitian ini, permasalahan terbatas
pada penyebaran penyakit Ebola antar manusia.
Jumlah populasi diasumsikan tak konstan.
Analisis terhadap model matematika dengan
mencari titik kesetimbangannya, lalu mencari
nilai Ry, kemudian analisis lebih lanjut tentang
kestabilan titik kesetimbangannya.

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
mengetahui model matematika penyebaran
penyakit Ebola, titik kesetimbangan dan
bilangan reproduksi dasar (R,), kestabilan titik
kesetimbangan serta simulasi model matematika
penyebaran penyakit Ebola.

METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini, metode yang penulis
gunakan adalah studi pustaka atau olah literatur.
Studi pustaka adalah menelaah sumber pustaka
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yang relevan digunakan untuk mengumpulkan
informasi yang diperlukan dalam penelitian.
Studi pustaka diambil dengan mengumpulkan
sumber pustaka yang dapat berupa buku, jurnal
ilmiah, e — book, dsb. Setelah sumber pustaka
terkumpul dilakukan kajian sumber pustaka
dengan cara mengumpulkan data atau informasi
yang berkaitan dengan masalah, mengumpulkan
konsep pendukung yang diperlukan dalam
menyelesaikan masalah, sehingga didapatkan
suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan
upaya pemecahan masalah.

Metode penelitian yang dilakukan dalam
penelitian ini meliputi beberapa tahap sebagai
berikut : (1) menentukan masalah, (2) perumusan
masalah, (3) studi pustaka, (4) analisis dan
pemecahan masalah, (5) penarikan kesimpulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut ini adalah fakta — fakta mengenai
penyakit Ebola : (1) Virus Ebola termasuk ke
dalam keluarga Filovirus (Meyers et al, 2015), dan
termasuk ke dalam family Filoviridae yang
diklasifikasikan ke dalam lima spesies, yakni :
Zaire ebolavirus (ZEBOV), Sudan ebolavirus
(SEBOYV), Bundibugyo ebolavirus (BEBOV), Tai
Forest ebolavirus (juga dikenal sebagai Cote d’Ivoire
ebolavirus, CIEBOV), dan Reston ebolavirus
(REBOYV) (Li et al, 2014), (2) Salah satu hewan
pembawa penyakit Ebola adalah kelelawar
(Chippaux, 2014), (3) Penyebaran penyakit
karena virus Ebola terjadi oleh kontak langsung
melalui kulit yang rusak atau membran selaput
lendir atau objek seperti jarum. Cairan tubuh,
termasuk air liur, darah, muntahan, diare, dan
air mani, muncul menjadi objek penularan.
Kontak fisik sederhana dengan individu yang
terinfeksi tidak cukup menimbulkan penyakit
(Meyers et al, 2015), (4) Ebola tidak menyebar
melalui  penyebaran udara (tetapi ada
kemungkinan bahwa virus dapat beraerosol jika
hidung pasien berdarah dan batuk) (Meyers et al,
2015), (5) Belum ada pengobatan standar untuk
penyakit Ebola, tetapi sudah banyak penelitian
pengobatan yang sedang berlangsung, seperti
obat — obatan, terapi, dan juga vaksin (Tseng et
al, 2014), (6) Masa inkubasi penyakit Ebola 10
hari (Hu et al, 2015), (7) Sejak tahun 1976 sampai
dengan 2014, penyakit Ebola ditemukan di
negara — negara Afrika, yakni Kongo, negara —
negara Afrika Barat, Uganda, Sudan Selatan,
Gabon, Pantai Gading, dan Zaire (Tseng et al,
2014).

Dalam pembentukan model matematika ini
dibatasi oleh beberapa asumsi. Asumsi — asumsi
yang digunakan dalam model matematika
penyebaran penyakit Ebola dengan model
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epidemi SIR pada populasi manusia tak konstan
dengan Treatment, yakni : (1) Penyakit Ebola
menular melalui kontak langsung antara
individu yang terinfeksi dengan individu yang
rentan, (2) pasien Ebola dikategorikan positif
terkena Ebola ketika muncul gejala — gejala, (3)
Treatment dikenal sebgai terapi empiris pada
permulaan penyebaran Ebola, (4) individu yang
terinfeksi dan teridentifikasi akan masuk ke
rumah sakit dan mendapatkan Treatment, (5)
pasien sembuh setelah menerima Treatment, (6)
Proses Treatment tidak memperhatikan biaya, (7)
individu yang sembuh dari penyakit Ebola tidak
terinfeksi kembali pada epidemi yang sama, (8)
laju kematian alami sama pada setiap kelas.
Pembentukan model epidemi SIR dengan
Treatment didasari oleh adanya penyakit yang
menular. Populasi yang diberikan dibagi ke
dalam empat kelas, yakni kelas yang rentan
terhadap penyakit (Susceptible), kelas yang telah
terjangkit penyakit (Infected), kelas Treatment, dan
kelas yang telah sembuh dari penyakit
(Recovered). Secara skematis proses penyebaran
penyakit Ebola diberikan pada Gambar 1.

S I T, R

;(Sl ul +ayl l iR J

Gambar 1. Diagram Transfer Model Matematika
Penyebaran Penyakit Ebola

A sl Kl yT,

uT, +a.T, l

Dengan A : laju pertambahan populasi (4 = 1),
B : peluang individu terinfeksi (0 < 8 < 1), k:
proporsi individu kelas I yang menerima
Treatment (0 < k < 1), v : laju kesembuha pasien
(0<y <1), u: laju kematian alami (0 < u <
1), a1, : laju kematian akibat virus Ebola (0 <

a;, < 1).

Model  matematika  tersebut  dapat
dideskripsikan  dalam  sistem  persamaan
differensial biasa seperti pada sistem (1).
ds
g? =A— BSI —uS,

3_% = BSI — MI,
d—r =kl — NT,, €))
& yT, — UR, dan

dat
P=S+4+1+T,+R,dengan
M=x+u+a,danN=pu+a, +vy.
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Teorema 1

. L _ BA
Dipunyai Ry, = PR

Berdasarkan nilai R diperoleh :

1. Jika Ry<1 (0<Ry;<1) maka sistem

hanya memiliki satu titik kesetimbangan
yakni Py = (S,1,T,,R) = (E, 0,0,0).

Jika R, > 1 maka sistem memiliki dua titik
kesetimbangan yakni P, =(S,[,T,,R) =
(3,0,0,0) dan P, = (5515 T," ,R") =
(y BA-uM  k(BA—uM) wc(ﬂA—uM))

B’ BM ' BMN ' upMN 7’
Bukti:
Untuk mendapatkan titik kesetimbangan, maka
masing — masing ruas kanan persamaan dari
sistem (1) dibuat sama dengan nol, sehingga akan
diperoleh sistem (2) :
A—BSI—uS =0,
BSI — MI = 0,

xl — NT, = 0,

yT, — uR = 0, dan
P=S+I1+T +R.

Dari ST — MI = 0 diperoleh :
BSI—MI =0

= I(BS-M)=0

< 1 =0atau (S — M) = 0.
Untuk (S — M) =0

S pS=M

@S:ﬂ.

B
1)

@)

Kasus I = 0.
Misal titik kesetimbangan bebas penyakit
adalah Py = (S,I,T,, R).

a) Substitusi/ =0keA—BSI—uS=0
Diperoleh A — uS =0
S A=uS
= 2 =S.

b) Substitusi] =0kexl — NT, =0
Diperoleh —NT, = 0
=T, =0.

c) Nilai T, = 0 disubstitusi ke yT,, —uR =0
Diperoleh uR = 0
< R=0.
Jadi Py = (S,1,T,,R) = (g, 0,0,0).

2) Kasus! # 0.
Jelas §* = %

Misal titik kesetimbangan endemik adalah
P, =(S"I5T," R").

Jadi sistem persamaan differensial menjadi
sistem (3).

A—BS* " —uS* =0,
BS*I* — MI* = 0,
kI* —NT,* = 0, 3)
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yT,” — uR* = 0, dan
Pr=S"+I"+T," +R".

a) Substitusi S* = %ke A=BS " —uS* =0
Diperoleh A — /3(%)1* - u(%) =0
o A- u(%) = MI*
M
A-p(Z)
o *
AB_
M B
»BA_H'M — [*
BM '
b) Nilai "= M[;—;M disubstitusikan ke xI* —
NT,” =0
Diperoleh xI* = NT,”
K(BA_#M) — *
(=1 B—M = NTr
K(BA_#M) — *
I
¢) Nilai T*= % disubstitusikan ke
yI." —uR* =0

Diperoleh yT," = uR*
yr(BA—uM) _ R*
KBMN '
Jadi,
Pl = (S*,I*,Tr*,R*) =
(ﬂ BA—uM  Kk(BA-uM) YK(BA—#M))
B’ pM ' pMN ' pfMN

Jelas jika BA — uM = 0, maka semua suku
P, bernilai tak negatif.

Untuk menentukan angka rasio reproduksi
dasar ( R, ) dengan mengasumsikan [* >0,
berdasarkan P; diperoleh :

* BA-uM
=52
BM
Jadi 2281 o
BM

© BA—uM >0

o BA > uM
efhsq,
uM
. . BA
Didefinisikan Ry = —.
uM

Dipunyai R, = 5—;.

Teorema 2
Dipunyai R, = 5—1\: dan P, dan P, adalah titik —

titik kesetimbangan sistem (1) seperti pada
teorema (1).

1. Jika Ry <1(0<Ry;<1), maka P, stabil
asimtotik lokal.
2. Jika R, > 1, maka P, tidak stabil dan P,

stabil asimtotik lokal.
Bukti:
Analisis kestabilan ditentukan berdasarkan nilai
eigen dari matriks Jacobian yang diperoleh
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melalui metode linearisasi. Matriks Jacobian dari
sistem adalah sebagai berikut.

i@ & & W&
as a1 AT, 3R

G G G A
S al aT, OR
J*(P) = .

&y adry olry odn

as a1 AT, aR

&y 0 &y &

as a1 ATy 3R
—Bl—u —BS 0 O
. I S—M 0 0
<P = [f) g k N 0
0 0 Yy U

dengan P = (S,1,T,, R).

Analisis Kestabilan di
Kesetimbangan Bebas Penyakit
Untuk titik kesetimbangan bebas penyakit

P, =(S,I, T, R) = (ﬁ, 0,0,0), diperoleh :

_, kA
uyoo\

ey =| B B-m o0 0|

0 k =N 0 /
0 0 Yy U
Mencari nilai eigen matriks
det(AI —=J*) =0

Sekitar  Titik

_ BA

A—u . 0 0
0 —K A+N 0
0 0 -y u

Menghitung determinan menggunakan ekspansi
kofaktor sepanjang baris pertama diperoleh :

A-24em o0 0
s@+w| Lo iy o [=0

0 -y A+u
<:>(A+y)(,1—’37’*+1v1)(,1+1v)(/1+u)=o.

Jadi diperoleh nilai eigen sebagai berikut :

Mo=—w i, =B7A—M,A3 =—NAy=—p.
Berdasarkan nilai — nilai eigen tersebut
terlihat bahwa nilai eigen A;,45,1, negatif.

Selanjutnya adalah nilai eigen A, dianalisis.
Oleh karena Ry = b4

uM
e p= —R": M
Dari nilai eigen A, diperoleh :
BA
/12 =
RO#MA
o, = Aﬂ -M

oA, =RM—-M
o, =M[R,—1).

Jadi apabila Ry < 1 (0 < Ry < 1) berakibat 1, =
M(R, — 1) < 0.

Jelas 4; < 0,43 < 0,4, <0, untuk setiap
kondisi Ry, dan 4, < 0 apabila R, < 1, dan 1, >
0 apabila Ry > 1.

Jadi, jika Ry <1 (0 < Ry < 1), maka P, stabil
asimtotik lokal; dan jika R, > 1, maka P, tidak
stabil.

Analisis Kestabilan di

Kesetimbangan Endemik
Untuk titik kesetimbangan endemik P; =

(S*,I°,T,*,R*) =

(ﬂ BA-uM k(BA-uM) yk(BA—uM)

Sekitar  Titik

), diperoleh :

B’ pMm ' BMN ' uBMN
—BI*—u  —BS* 0 0
o | B pst=M 0 0
0 0 Yy U

Mencari nilai eigen matriks
det(AI =] ) =0

(=1
A+BI +u BS* 0 0
“BI* A—BS+M 0 0
det 0 —k A+N 0
0 0 -y A+u
0

Menghitung determinan menggunakan ekspansi
kofaktor sepanjang baris keempat diperoleh :

oA+
A+ Bl +u BS* 0
w| -—pr A—BS*+M 0 |=0
0 - A+N

K
e @A+wH@+pI+ W@ —-ps + M)A+
N} ={(BSH(=I)(A+ N} =0

e @A+w@A+N{@A+pI"+ @A —BS™+
M)} —{(BS)(=BI")}] = 0.

Jadi diperoleh nilai eigen sebagai berikut :

A =—u i, =—-N.

Berdasarkan nilai — nilai eigen tersebut
terlihat bahwa kedua nilai eigen negatif.
Selanjutnya adalah nilai eigen A; dan A,
dianalisis. Nilai — nilai eigen 4; dan 4, diperoleh
dari persamaan :

[{A+BI" + @A —BS"+ M)} -
{(BSH(=BI} =0

S N2 = BS*A+ MA+ BI*A — B2S*I* + MBI* +
A — uBS* + Mu + B2S*I* =0

S 12— (BS*—M —BI" — A+ MBI* —
uBS*+Mu =20

S 12— BE* —1)—M—pA+ MBI —
uBS*+Mu =20

karena S* = %, maka :

(:)/12—(ﬁ(%—[*)—M—,u)A+MBI*—,u[)’%+
Mu=20
@Az—(ﬁ(%—l*)—M—y)A+M,81*=O
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karena I* = %, maka

o2 - (G -F — M —wa+t
MpEE = 0

& 7 = (BCEEA) — M = 102 + A — M =
0
@AZ—(WM_T%)—M—;;)A+[3A—#M=O

S —(M-2+py—M-wr+pa—um=
0
o2 +22+pa—um =0

karenaR0=B—A
uM
o p =2 maka:
2+B oy pa—um=0
RouM 3
4:),12+A—+R°/+MA—uM=0

S A2+ uRyA + uM(Ry — 1) = 0.
Dipunyai R, > 1.

Jelas uR, > 0 dan uM(R, — 1) > 0.

Jelas (uRy)? — 4uM (R, — 1) < (uR,)>.
Didefinisikan D = (uRy)? — 4uM (R, — 1).
Jelas /13]4 — —(WRo)Ey (#R02)2—4#M(R0—1).

Kasus D < 0.

D < 0 apabila (uRy)? < 4uM (R, — 1).
Jelas 45 , mempunyai bagian real negatif.
Kasus D > 0.

D > 0 apabila (uRy)? > 4uM (R, — 1).
Jelas D < (uRy)?

e+D < UR,

&VD—uRy <0

o —‘/B_Z”RO <0
© 13 <0.
—VD-uRy

Jelas <0

<1, <0.

Jadi A5 dan A, bernilai negatif.
Jelas bahwa A5 dan A, bernilai negatif.

Jelas 1, < 0,1, < 0,1; < 0,4, <0 apabila
R, > 1. Jadi P; stabil asimtotik lokal.

Simulasi model matematika dilakukan
dengan menggunakan Maple 16. Simulasi ini
dilakukan terhadap titik kesetimbangan bebas
penyakit (Py) dan titik kesetimbangan endemik
(Py).

Pada simulasi model matematika dengan
menggunakan Maple 16, terdapat 4 subpopulasi,
yakni subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit (s) , subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit (i), subpopulasi manusia
yang menerima Treatment (tr), dan subpopulasi
manusia yang telah sembuh dari penyakit ().
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Simulasi Model Matematika di P,

Simulasi di P, menggunakan syarat awal
yakni untuk nilai awal subpopulasi manusia
yang rentan terhadap penyakit adalah 20 (s(0) =
20) , nilai awal subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit adalah 10 (i(0) = 10), nilai
awal subpopulasi manusia yang menerima
Treatment adalah 5 (tr(0) = 5), dan nilai awal
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit adalah 2 (r(0) = 2).

Nilai — nilai parameter yang digunakan
untuk simulasi di titik ekuilibrium bebas penyakit

Py = (E,0,0,0) adalah A=1; B=0,005; k=

0,1,y =0,02; u = 0,06; a; , = 0,05. Dari nilai —
nilai parameter yang diberikan, diperoleh R, =

BA _ 04 <1.
M

Hasil simulasi di titik ekuilibrium bebas
penyakit menggunakan Maple 16 diberikan pada
Gambear 2.

20

Beomyak Subpopulasi 10 4

20 100

[—— sty —— i) tr(t) = 1(t) |

Gambar 2. Grafik Banyak Populasi terhadap Waktu
untuk Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit saat Ry < 1
dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5,r(0) =2

Pada Gambar 2 jelas terlihat bahwa banyak
subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit mengalami penurunan sampai t
tertentu, hal itu terjadi karena sebagian individu
pada subpopulasi ini memasuki subpopulasi
manusia yang terjangkit penyakit, dan mati
secara alami. Selanjutnya banyak subpopulasi
manusia yang rentan terhadap penyakit mulai
naik setelah t tertentu, hal itu terjadi karena
adanya penambahan subpopulasi manusia. Pada
subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit terlihat bahwa subpopulasi ini tidak
akan mengalami perubahan pada waktu t
tertentu. Pada keadaan tersebut, sistem berada
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dalam kondisi setimbang. Pada subpopulasi
manusia yang rentan terhadap penyakit,
berdasarkan hasil simulasi numerik banyak
subpopulasi akan mencapai 16,67 pada saat t
tertentu dan konstan pada titik tersebut.

Pada Gambar 2 jelas terlihat bahwa banyak
subpopulasi manusia yang terjangkit penyakit
mengalami penurunan, hal itu terjadi karena
sebagian individu pada subpopulasi ini
memasuki subpopulasi manusia yang menerima
Treatment, dan mati secara alami maupun mati
akibat virus. Pada subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit terlihat bahwa subpopulasi ini
tidak akan mengalami perubahan pada waktu t
tertentu. Pada keadaan tersebut, sistem berada
dalam kondisi setimbang. Pada subpopulasi
manusia yang terjangkit penyakit, banyak
subpopulasi akan mencapai nol pada saat t
tertentu dan konstan pada titik tersebut.

Pada Gambar 2 jelas terlihat bahwa banyak
subpopulasi manusia yang menerima Treatment
mengalami kenaikan sampai t tertentu, hal itu
terjadi  karena  sebagian individu pada
subpopulasi manusia yang terjangkit penyakit
memasuki subpopulasi ini. Selanjutnya banyak
subpopulasi manusia yang menerima Treatment
mengalami penurunan setelah t tertentu, hal itu
terjadi  karena  sebagian individu pada
subpopulasi ini memasuki subpopulasi manusia
yang telah sembuh dari penyakit, dan mati dalam
tahap Treatment maupun mati akibat virus. Pada
subpopulasi manusia yang menerima Treatment
terlihat bahwa banyak subpopulasi ini tidak akan
mengalami perubahan pada waktu t tertentu.
Pada keadaan tersebut, sistem berada dalam
kondisi setimbang. Pada subpopulasi manusia
yang menerima Treatment, banyak subpopulasi
akan mencapai nol pada saat t tertentu dan
konstan pada titik tersebut.

Pada Gambar 2 jelas terlihat bahwa banyak
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit mengalami penurunan, hal itu terjadi
karena subpopulasi ini mati secara alami. Pada
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit terlihat bahwa banyak subpopulasi ini
tidak akan mengalami perubahan pada waktu t
tertentu. Pada keadaan tersebut, sistem berada
dalam kondisi setimbang. Pada subpopulasi
manusia yang telah sembuh dari penyakit,
banyak subpopulasi akan mencapai nol pada saat
t tertentu dan konstan pada titik tersebut.
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Simulasi Model Matematika di P,

Simulasi di P; menggunakan syarat awal
yakni untuk nilai awal subpopulasi manusia
yang rentan terhadap penyakit adalah 20 (s(0) =
20) , nilai awal subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit adalah 10 (i(0) = 10), nilai
awal subpopulasi manusia yang menerima
Treatment adalah 5 (tr(0) = 5), dan nilai awal
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit adalah 2 (r(0) = 2).

Pada simulasi model matematika di P; ,
parameter — parameter yang diubah adalah 8
dan k. Untuk parameter (8, nilai — nilai yang
digunakan adalah § =0,05; 8 =0,6; dan 8 =
0,9. Sedangkan untuk parameter k, nilai — nilai
yang digunakan adalah k = 0,2; k = 0,35; k =
0,6; k = 0,65; dan xk = 0,9.

1) Kasus 1 (8 =0,05dan k=0,2; k =

K = 0,6; dan k¥ = 0,65)

0,35;

Nilai — nilai parameter yang digunakan

untuk simulasi di titik ekuilibrium endemik P;
M BA-—pM k(BA—uM) yk(BA—uM)

5 M BN upmN ) adalah :

a A=1;p8=005;k=02;y=01,;, u=
0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
parameter yang diberikan, diperoleh R, =
A _22>1.
uM

b. A=1;=005;k=035;y=01; u=
0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
parameter yang diberikan, diperoleh R, =
A _157>1.
uM

c. A=1;p=005;xk=06;y=01; u=
0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
parameter yang diberikan, diperoleh R, =
B4 _ 107> 1.
uM

d A=1;p=005;xk=065;y=01; pu=

0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
parameter yang diberikan, diperoleh R, =

F4 1,004 > 1.
M
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Hasil simulasi di titik ekuilibrium endemik
menggunakan Maple 16 pada Gambar 3 dan 4.

and(B=10.03, x=02)
20

Bayak Subpopulasi

(1) Simulasi 1 dengan § = 0,05 dank = 0,2

and| =003, x=048)

20

BeydcSubpopulasi 104

=]

.
=]
4
=]
o
=]
o
=]
=3
=]

(3) Simulasi 3 dengan f = 0,05 dan k = 0,6

and(B=0.05, k=033)

Beapyvak Subpopulasi

20 40 60 80 100
Watu
(2) Simulasi 2 dengan 8 = 0,05 dan k =
0,35

and(B=0.05, k=0.65)
204

Boyak Subpopulasi 104

0 T T T T \

0 20 40 60 80 100
Wedktu
(4) Simulasi 4 dengan f = 0,05 dan k =
0,65

| 5(t) it)

L) — r[u|

Gambar 3. Grafik Banyak Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium Endemik saat Ry >
1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2
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12
s(2) i)
10
S 4
64
14
20 10 60 50 10
Weidtu

0 0 20 40 60 80 100
Waldu

(a) Grafik s(t) terhadap t (b) Grafik i(t) terhadap t

=3
1

(1) r(1)

2
L

%0 100 °% 20 0 60 %0 - 100
Waktu
(c) Grafik tr(t) terhadap t (d) Grafik r(t) terhadap t
| Simulasi 1 Simulasi 2 Simulasi 3 Simulasi 4

Gambar 4. Grafik Banyak Masing — masing Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium
Endemik saat Ry, > 1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2

2) Kasus 2 (f =0,29 dan k =0,2; k = 0,35; parameter yang diberikan, diperoleh R, =
Kk = 0,6; dan k = 0,9) 5—1\‘: =912 > 1.
Nilai — nilai parameter yang digunakan c. A=1;p=029;k=06;y=01; u=
untuk simulasi di titik ekuilibrium endemik P; = 0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
M BA-uM k(PA-uM) yi(BA—KM)y o dalah ; parameter yang diberikan, diperoleh R, =
g’ BMm ' BMN ' upMN ﬁ=62>1
a A=1;=029;k=02;y=01; u= uM ’ )

0,06 ; a;,=012 . Dari nilai — nilai d. A=1;8=029;k=09;y=01;pu=

parameter yang diberikan, diperoleh R, = 0,06 ; a;, =012 . Dari nilai — nilai
A _ 12,72 > 1. parameter yang diberikan, diperoleh R, =
y BA 447 >1.

b. A=1;8=029;k=035;y=01; u= uM ’

0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
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Hasil simulasi di titik ekuilibrium endemik
menggunakan Maple 16 pada Gambar 5 dan 6.

and(p=029, k=02) and(B=029, x=035)
1t

S'\ 12

Beapvak Subpopulasi 44 Bapyakc Subpopulasi 6

1
0 20 40 60 20 100

0 20 40 60 80 100 .
Wacu Waldtu
(1) Simulasi 1 dengan f = 0,29dan k = (2) Simulasi 2 dengan f =0,29dan =
0.2 0,35
and B=029, x=04§) and B=029, x=09)
161 10
141
8
121
101 s
Beovak Subpopulasi 8 Beayvak Subpopulasi
| AN
6 Vs
4
- 2
24
0 . . . . . 0 . . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Walktu Walktu
(3) Simulasi 3 dengan f =0,29dan Kk = (4) Simulasi 4 dengan f =0,29dan Kk =
0,6 0,9

| s(t) 1th LT[1 ) — rr_u|

Gambear 5. Grafik Banyak Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium Endemik saat Ry >
1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2
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16 20

144

12 13
s(2) 104 i1

3 10

44 7

.

20 10 50 50 100 0 20 40 60 80 100
Wadtu

(2) Grafik s(t) terhadap ¢ (b) Grafik i(t) terhadap t

tr( 1) 1 I r(1)
2 5
|I 3
6 1 |

2 e ?
0 . : . , . 2] . : : , ,
0 20 10 60 80 100 20 10 60 80 100
Wealdtu Waltu
(c) Grafik tr(t) terhadap t (d) Grafik r(t) terhadap t
| Simulasi | Simulasi 2 Simulasi 3 Simulasi 4|

Gambear 6. Grafik Banyak Masing - masing Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium
Endemik saat Ry, > 1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2

3) Kasus 3 (=09 dan k =0,2; k =0,35; parameter yang diberikan, diperoleh R, =
k = 0,6;dan k = 0,9) f_}\‘: =283> 1.
Nilai — nilai parameter yang digunakan c. A=1;p=029;k=06;y=01; u=
untuk simulasi di titik ekuilibrium endemik P; = 0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
M BA-uM k(PA-uM) yi(BA—KM)y o dalah ; parameter yang diberikan, diperoleh R, =
B’ BM ' BMN ' uBMN ’ BA

a A=1,8=09k=02y=01;u=006 o~ 1923 > 1.
@i, =0,12. Dari nilai — nilai parameter d. A=1; =029, k=09;y=01; pu=

o . BA 0,06 ; a;,=0,12 . Dari nilai — nilai
diberik d leh Ry=—= '
yang ciberikan,  diperoie 07 um parameter yang diberikan, diperoleh R, =
39,47 > 1. BA_ 13991
b. A=1;=09; k=035;y=01; u= umM ’ '

0,06; a; , = 0,12. Dari nilai — nilai
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Hasil simulasi di titik ekuilibrium endemik
menggunakan Maple 16 pada Gambar 7 dan 8.

Beapyvak Subpopulasi

2

and(p=09 k=02)
9_

and(p=1029, «=0.33)

12

Beoyvak Subpopulasi 64

2

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Waktu Waktu
(1) Simulasi 1 dengan 8 =0,9dan Kk =0,2 (2) Simulasi 2 dengan f =0,9dan k=
0,35
and| =09, x=0§) and| =09 x=09)

161 201

141 18

16
121

14

10 .

Beopyvak Subpopulasi 84 Bearyvak Subpopulasi 104

6 1

6
4

4
24

2

/ T T T T 1 T T T T
0 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Waktu Waktu
(3) Simulasi 3dengan 8 =09dan k =0,6 (4) Simulasi4 dengan f =09dan k =0,9

| s(t) ift) tr(t) m— 1) |

Gambear 7. Grafik Banyak Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium Endemik saat Ry >

1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2
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Gambar 8. Grafik Banyak Masing — masing Subpopulasi terhadap Waktu untuk Titik Ekuilibrium
Endemik saat Ry, > 1 dengan s(0) = 20, i(0) = 10, tr(0) =5, r(0) = 2

Jelas terlihat bahwa dari ketiga kasus, grafik
yang dihasilkan relatif sama, jadi analisis grafik
dari ketiga kasus tersebut juga relatif sama. Pada
Gambear 4 (a), 6 (a), dan 8 (a) jelas terlihat bahwa
banyak subpopulasi manusia yang rentan
terhadap penyakit mengalami penurunan pada
saat awal, hal itu terjadi karena sebagian individu
pada subpopulasi ini memasuki subpopulasi
manusia yang terjangkit penyakit, dan mati
secara alami. Selanjutnya banyak subpopulasi
manusia yang rentan terhadap penyakit mulai
naik setelah t tertentu, hal itu terjadi karena
adanya penambahan populasi manusia. Pada
subpopulasi manusia yang rentan terhadap
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penyakit terlihat bahwa banyak subpopulasi ini
tidak akan mengalami perubahan pada waktu t
tertentu. Pada keadaan tersebut, sistem berada
dalam kondisi setimbang. Pada subpopulasi
manusia yang rentan terhadap penyakit,
berdasarkan hasil simulasi numerik banyak
subpopulasi akan mencapai : (1) kasus 1 : 7,6;
10,6; 15,6; dan 16,6 (2) kasus 2 : 1,31; 1,83; 2,7,
dan 3,72 (3) kasus 3:0,42; 0,6; 0,87; dan 1,2 pada
saat t tertentu dan konstan pada titik tersebut.
Pada Gambar 4 (b), 6 (b), dan 8 (b) jelas
terlihat bahwa banyak subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit mengalami kenaikan pada
saat awal, hal itu terjadi karena sebagian individu



A. Himawan et al./ UNNES Journal of Mathematics 6(2) (2017)

pada subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit memasuki subpopulasi ini. Selanjutnya
banyak subpopulasi manusia yang terjangkit
penyakit mengalami penurunan  setelah
mencapai jumlah tertentu, hal itu terjadi karena
sebagian individu pada subpopulasi ini
memasuki subpopulasi manusia yang menerima
Treatment, dan mati secara alami maupun mati
akibat virus. Pada subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit terlihat bahwa banyak
subpopulasi ini tidak akan mengalami perubahan
pada waktu t tertentu. Pada keadaan tersebut,
sistem berada dalam kondisi setimbang. Pada
subpopulasi manusia yang terjangkit penyakit,
berdasarkan hasil simulasi numerik banyak
subpopulasi akan mencapai : (1) kasus 1 : 1,43;
0,7; 0,08; dan 0,005 (2) kasus 2 : 2,42; 1,7; 1,08;
dan 0,72 (3) kasus 3 : 2,56; 1,82; 1,22; dan 0,86
pada saat t tertentu dan konstan pada titik
tersebut.

Pada Gambar 4 (c), 6 (c) dan 8 (c) jelas
terlihat bahwa banyak subpopulasi manusia yang
menerima  Treatment mengalami kenaikan
sampai t tertentu, hal itu terjadi karena sebagian
individu pada subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit memasuki subpopulasi ini.
Selanjutnya banyak subpopulasi manusia yang
menerima Treatment mengalami penurunan
setelah t tertentu, hal itu terjadi karena sebagian
individu pada subpopulasi ini memasuki
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit, dan mati dalam tahap Treatment
maupun mati akibat virus. Pada subpopulasi
manusia yang menerima Treatment terlihat
bahwa banyak subpopulasi ini tidak akan
mengalami perubahan pada waktu t tertentu.
Pada keadaan tersebut, sistem berada dalam
kondisi setimbang. Pada subpopulasi manusia
yang menerima Treatment, berdasarkan hasil
simulasi numerik banyak subpopulasi akan
mencapai : (1) kasus 1 : 1,02; 0,86; 0,17; dan 0,01
(2) kasus 2 : 1,73; 2,1; 2,3; dan 2,31 (3) kasus 3 :
1,83; 2,28; 2,6; dan 2,76 pada saat t tertentu dan
konstan pada titik tersebut.

Pada Gambar 4 (d), 6 (d), dan 8 (d) jelas
terlihat bahwa banyak subpopulasi manusia yang
telah sembuh dari penyakit mengalami kenaikan
sampai t tertentu, hal itu terjadi karena sebagian
individu pada subpopulasi manusia yang
menerima 7reatment memasuki subpopulasi ini.
Selanjutnya banyak subpopulasi manusia yang
telah sembuh dari penyakit mengalami
penurunan setelah t tertentu, hal itu terjadi
karena sebagian individu pada subpopulasi ini
mati secara alami. Pada subpopulasi manusia
yang telah sembuh dari penyakit terlihat bahwa
banyak subpopulasi ini tidak akan mengalami

perubahan pada waktu t tertentu. Pada keadaan
tersebut, sistem berada dalam kondisi setimbang.
Pada subpopulasi manusia yang telah sembuh
dari penyakit, berdasarkan hasil simulasi
numerik banyak subpopulasi akan mencapai : (1)
kasus 1:1,7;1,43;0,29; dan 0,02 (2) kasus 2 : 2,9;
3,5; 3,83; dan 3,83 (3) kasus 3 : 3,05; 3,8; 4,34;
dan 4,6 pada saat t tertentu dan konstan pada
titik tersebut.

SIMPULAN

Dari Gambar 4, Gambar 6, dan Gambar 8
jelas terlihat bahwa semakin besar nilai
parameter  dan semakin kecil nilai parameter k,
maka semakin semakin kecil pula banyak
subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit (s(t)), banyak subpopulasi manusia
yang menerima Treatment (tr(t)), dan banyak
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit (r(t)), begitu juga sebaliknya, akan
tetapi untuk banyak subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit UG) banyak
subpopulasinya semakin besar, begitu juga
sebaliknya.

Dari ketiga kasus dalam simulasi model
matematika, dapat disimpulkan bahwa: (1)
Semakin besar nilai parameter f dan semakin
kecil nilai parameter x, maka semakin besar nilai
R, (angka rasio reproduksi dasar) nya, begitu
juga sebaliknya. (2) Semakin besar nilai
parameter f dan semakin kecil nilai parameter k,
maka semakin semakin kecil pula banyak
subpopulasi manusia yang rentan terhadap
penyakit (s(t)), banyak subpopulasi manusia
yang menerima Treatment (tr(t)), dan banyak
subpopulasi manusia yang telah sembuh dari
penyakit (r(t)), begitu juga sebaliknya, akan
tetapi untuk banyak subpopulasi manusia yang
terjangkit penyakit (i(t), banyak subpopulasinya
semakin besar, begitu juga sebaliknya.

Dari beberapa simulasi yang dilakukan jelas
terlihat bahwa Treatment dibutuhkan dalam
model matematika ini. Hal ini dapat dilihat
ketika parameter k (proporsi individu kelas [
yang menerima Treatment) diperkecil nilainya
dan parameter § (peluang individu terinfeksi)
diperbesar nilainya, maka banyak subpopulasi
manusia yang terjangkit penyakit mengalami
kenaikan, begitu juga sebaliknya. Sedangkan
banyak subpopulasi manusia yang sembuh dari
penyakit mengalami penurunan, begitu juga
sebaliknya. Jadi Treatment dibutuhkan dalam
model matematika ini untuk menurunkan
banyak subpopulasi manusia yang terjangkit
penyakit dan menaikkan banyak subpopulasi
manusia yang sembuh dari penyakit.
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