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Info Artikel Abstrak

Sejarah Artikel: Mudahnya menemukan perokok disebabkan oleh banyaknya perokok terutama di
Diterima Mei 2016 Indonesia. Untuk menekan banyaknya perokok di Indonesia, penerapan denda
Disetujui Agustus 2016 diberlakukan. Tujuan penelitian adalah membangun, menganalisis, dan
Dipublikasikan Mei 2018 menginterpretasikan simulasi model matematika populasi perokok di daerah yang

menerapkan denda. Dalam pembangunan model diperoleh dua model matematika.
Dari kedua model diperoleh bilangan reproduksi (Ry), titik kesetimbangan endemik
berbeda yang stabil untuk R, > 1 dan memiliki titik kesetimbangan tak endemik
sama yang stabil untuk Ry < 1 dan tak stabil untuk Ry > 1. Untuk menghilangkan
populasi perokok pada model pertama, diperlukan usaha untuk menekan laju kontak
kurang dari 0,01 dan tingkat keefektifan denda lebih dari 0,3445. Untuk
menghilangkan populasi perokok pada model kedua, diperlukan usaha untuk
menekan laju kontak kurang dari 0,03 dan tingkat keefektifan denda lebih dari
0,1548.
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Abstract

1t is easy to find the smokers caused by enhancement of smokers, especially in Indonesia. To
reduce the number of the smokers in Indonesia, the penalties was applied. The purpose of this
research to comstruct, to analyze and to explain simulation of smokers population on fines
applied areas. On the model construction, two models were obtained. From two models, we
derive two reproduction ratio (Ry), two different endemic equilibrium points that stable for
Rog > 1 and one non-endemic equilibrium point that stable for Ry < 1 and unstable for
Ry > 1. To omit the smokers population on the first model, the effort is required to reduce the
rate of contact less than 0,01 and increase the rate of fines more than 0,3445. To omit the
smokers population on the second model, the effort is required to reduce the rate of contact less
than 0,03 and increase the rate of fines more than 0,1548.
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PENDAHULUAN

Mudahnya menemukan perokok
disebabkan oleh banyaknya perokok terutama
di Indonesia. Indonesia merupakan negara
dengan presentase jumlah perokok dewasa
terbanyak se-Asia Tenggara yaitu sebesar
51,11% (The Asean Tobacco Control Report,
2012).

Salah satu cara untuk mengurangi jumlah
perokok adalah dengan penerapan denda.
Beberapa daerah di Indonesia sudah
menerapkan kebijakan membayar denda
terutama di daerah yang telah ditetapkan
sebagai kawasan bebas rokok seperti sekolah,
rumah sakit dan tempat ibadah.

Aplikasi pemodelan matematika dapat
dimanfaatkan sebagai alat bantu dalam
menyelesaikan permasalahan di bidang sains,
ekonomi, teknik dan kedokteran. Proses
pemodelan matematika yaitu mengetahui
masalah di dunia real, transformasi ke dalam
masalah matematika, membuat asumsi,
formulasi persamaan/ pertidaksamaan,
penyelesaian persamaan/ pertidaksamaan,
interpretasi solusi dan transformasi ke solusi di
dunia real.

Konsep pemodelan matematika
digunakan untuk mengetahui dinamika pada
suatu penyakit, yakni menggunakan
matematika pada konsep penyakit tersebut
beserta penyebarannya (Zaman, 2009).

Penelitian yang berhubungan dengan
perokok sudah dilakukan oleh beberapa orang.
Menurut Andest (2013), kandungan nikotin
pada paru-paru perokok akan dapat berkurang
drastis jika dia berhenti merokok.

Model kecanduan terhadap  rokok
dibentuk dengan menggunakan model dasar
dalam epidemiologi yaitu model SIR
(Susceptible, Infective, Removed). (Kermack &
McKendrick, 1927). Garsow et al. (1997)
memperkenalkan model umum SIR populasi
perokok dengan laju populasi konstan. Model

matematikanya disajikan dalam Sistem (1).
ds D
ﬁ = MN D— ﬂS ; - ,LLS
E=ﬂSE—YD+5R—MD (1)
& =yD —6R— R
(Garsow et al., 1997)

Model matematika perokok
dikembangkan dengan mempertimbangkan
tingkat efektivitas denda yang diterapkan di
suatu daerah (Jami e al,2013). Model

matematikanya disajikan dalam Sistem (2).
2 — pN — C6P%(1 —h)— (u+d1)P

dt =
%: 6P~ (1—h)—yS(L+h) — (u+d2)P (2)

Lo yS(+h) - (u+d1)Q
(Jami et al.,2013)
Sebelumnya model matematika mengenai
perokok juga dilakukan dengan membentuk
empat kelas yaitu perokok potensial, perokok
aktif, berhenti sementara dan berhenti
permanen (Sharomi & Gumel, 2008). Model
matematikanya disajikan dalam Sistem (3).

ap

o = W~ BPS—uP

2 = BPS +asQ. — (u +7)S 3)
= ~HQ— aSQ. +y(1-0)S

dl% = —uQ, +oys

(Sharomi & Gumel, 2008)

Rumusan masalah dalam penelitian ini
adalah (1) Bagaimana model matematika pada
populasi perokok di daerah yang menerapkan
denda? (2) Bagaimana analisis model
matematika pada populasi perokok di daerah
yang menerapkan denda? (3) Bagaimana
simulasi model matematika pada populasi
perokok di daerah yang menerapkan denda
dengan menggunakan soffware Maple?

Tujuan dari penelitian ini membangun
model, menganalisis dan menginterpretasikan
simulasi model matematika populasi perokok
di daerah yang menerapkan denda sehingga
diperoleh pengaruh dari denda terhadap
populasi perokok.

Diberikan sistem persamaan diferensial sebagai
berikut.

X1 = f1(x1, %2, o, X)

xZ = fZ(lexZ! ""xn)

4)

Xn = fu(X1, X2, 0, Xp)
dengan kondisi awal x;(ty) = x;, untuk i =
dxl-
?.
Sistem (4) dapat ditulis menjadi

x = f(x), ®)
Dengan x = (xy,x,..,x, ) € E, f=
(fur far s fu), % = (%1, %, ..., %) dan  kondisi
awal x(to) = (X1 X2y - r Xng) = Xo
Selanjutnya notasi x(t) = (x,,t) menyatakan
solusi Sistem (5) dengan nilai awal x;.

Titik X € R™ disebut titik ekuilibrium Sistem (4)
jika f(x) = 0 (Perko, 1991)

1,2,..,ndan x; =

Misal matriks A bujursangkar berukuran n x n,
maka vektor tak nol X € R™ disebut vektor
eigen (vektor karakteristik) dari matriks A bila
terdapat skalar A, sehingga berlaku:

Ax = Ax.

Skalar A disebut nilai eigen/ nilai karakteristik
dari matriks A. (Mursita, 2010)
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Diberikan fungsi f = (fy, f2, ..., f») pada sistem
(4) dengan f; € C(E),i=1,2,..,n. Matriks
transformasi L. dinamakan matriks Jacobi dari
fungsi f dan ditulis dengan lambang /;(X). Jadi
matriks Jacobi dari fungsi f adalah

afl af1 6f1"
ax, 0x, = 0x,
Js(x) =|ox, dx, - dx,
o 0 O
_a_.x1 a_.xz e M_

(Martono, 1992)

Diberikan matriks Jacobian Jf(x) dari Sistem

(4), dengan nilai eigen A.

a) Jika semua bagian real nilai eigen dari
matriks Jf(x) bernilai negatif, maka titik
ekuilibrium X dari Sistem (4) stabil
asimtotik.

b) Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen
matriks Jf(X) yang bagian realnya positif,
maka titik ekuilibrium X% dari Sistem (4)
tidak stabil.

(Sutimin & Widowati, 2007)

Diberikan Polinomial P(z) = ayz™ + a;z" 1 +
-+ a,, dengan a, positif dan a, bilangan real,
k=123,..,n . Matriks Hurwitz untuk
P(z) = apz" + a;z" ' + -+ a, didefinisikan
sebagai matriks bujur sangkar berukuran
n x n yang berbentuk sebagai berikut.
a, a O 0
|a3 a, a; ao
as 4, a4z
az; Qg a5

O OO O

]
i
P : |
Lo o o0 o0 an)
Determinan Hurwitz tingkat ke-k d1notasikan
dengan Ay k = 1,2,3,...,n yang dibentuk dari
matriks Hurwitz didefinisikan sebagai berikut.
A1= Ialll

a; Qo
2= gy g,
as a;
a, ay, O
Az=a; a, a4f,.
as 4a, das
a; a 0 0 0]
a a; a; ag Ol
H= as a, az a; 0 |
a; Qag Aas Q4 0I
(00 00 . al

Pembuat nol dari Polinomial P(z) = ayz™ +
a;z" 1+ --+a, mempunyai bagian real
negatif jika dan hanya jika Pertidaksamaan

<> 0 2> 0,. —> 0 dipenuhi dan A;>

O A,> O A;>0,. An> 0
(Gantmacher, 1959 dalam Barnett, 1971)

Diberikan matriks Jacobian Jy(X) dari sistem
(4), dengan nilai eigen A dan misal x = X titik
tetap dari x = f(x),x € R™. x dikatakan titik
tetap hiperbolik jika tidak ada nilai eigen dari
matriks /;(x) yang memiliki bagian real nol.
(Wiggins, 2003:12)

Jika titik ekuilibrium X merupakan titik
tetap hiperbolik, maka struktur orbit di sekitar
titik ekuilibrium bidang sistem nonlinier sama
dengan Dbidang sistem linier. Jika titik
ekuilibrium X bukan merupakan titik tetap
hiperbolik, maka tidak dapat ditentukan
kesamaan struktur orbit di sekitar titik
ekuilibrium bidang sistem nonlinier dan bidang
sistem linier. (Wiggins, 2003:12)

METODE

Metode yang digunakan pada penelitian
ini adalah studi literatur atau kajian pustaka
dengan tahap-tahap : (1) penentuan masalah,
(2) perumusan masalah, (3) studi pustaka, (4)
analisis dan pemecahan masalah, (5) penarikan
kesimpulan.

Pemilihan dan perumusan masalah
diperlukan untuk membatasi permasalahan
sehingga diperoleh bahan kajian yang jelas.
Sehingga akan lebih mudah untuk menentukan
langkah dalam memecahkan masalah tersebut.

Tahap studi pustaka dilakukan dengan
mengkaji sumber-sumber pustaka sehingga
diperoleh gambaran umum perokok dan
populasinya, model matematika, model
epidemik SIR, sistem persamaan diferensial,
titik ekuilibrium, nilai eigen dan vektor eigen,
analisis kestabilan titik ekuilibrium dan
simulasi model dengan soffware Maple.

Dalam pembahasan masalah dilakukan
beberapa langkah pokok yaitu sebagai berikut.
(1) Membangun model matematika populasi
perokok pada daerah yang menerapkan denda,
(2) Mencari titik kesetimbangan dari model
matematika, (3) Menentukan bilangan
reproduksi dasar (Ry) , (4) Menganalisis
kestabilan titik kesetimbangan, %)
Menginterpretasikan solusi model matematika.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dari hasil penelitian diperoleh dua model
matematika pada daerah yang menerapkan
denda yang membagi menjadi empat kelas
yaitu proporsi populasi perokok potensial,
proporsi  populasi perokok aktif, proporsi
populasi perokok yang berhenti sementara dan
proporsi populasi yang berhenti permanen. Dua
model yang dibangun yaitu model matematika
dengan denda sebagai faktor utama dan model
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matematika dengan denda bukan sebagai faktor
utama.

Pada kedua model matematika diberikan
batasan atau asumsi : (1) Laju rekruitmen
(pertambahan populasi) konstan dan semua
individu yang lahir merupakan individu yang
rentan terhadap rokok. (2) Laju kematian sama
dengan laju rekruitmen (konstan). (3)
Penambahan perokok aktif (S) diakibatkan
adanya interaksi atau kontak antara perokok
aktif (S) dengan perokok potensial (P) dan
kembalinya perokok yang sembuh sementara
(Q.) ke  kebiasaan merokoknya. (4)
Penambahan individu yang berhenti merokok
permanen (Qp) diakibatkan adanya kemauan
perokok aktif (S) untuk berhenti merokok dan
kemauan perokok yang berhenti sementara(Q;)
untuk berhenti secara permanen (Q,) . (5)
Kematian murni terjadi pada semua kelompok
dengan laju yang sama. (6) Denda hanya
dikenakan pada kelompok perokok aktif.

Untuk model matematika dengan denda
sebagai faktor utama ditambahkan asumsi
bahwa orang yang memutuskan berhenti
merokok hanya dipengaruhi oleh denda dan
untuk model matematika dengan denda bukan
sebagai faktor utama ditambahkan asumsi
bahwa orang yang berhenti merokok tidak
hanya dipengaruhi oleh denda. Dari kedua
model diperoleh daftar variabel-variabel yang
disajikan dalam Tabel 1.

Tabel 1. Daftar Variabel-variabel

berhenti merokok untuk
kembali merokok

Proporsi perokok aktif yang
berhenti merokok secara
permanen

o 0<o<1

Model matematika dengan denda sebagai
faktor utama diberikan dalam sistem (6).

= u—uP—pPS
S = —(u+hy)S +BPS +2Q, ©6)

o= —(u+1)Q +h(1-0)yS
dQ,
d—tp = —uQ, + hoyS+ (1 -2)Q,

Diagram skematik model matematika dengan
denda sebagai faktor utama disajikan dalam
Gambar 1.

z u
H P B s Q, —

Variabel Syarat Keterangan
P(t) 0<sPt)<1 Proporsi populasi perokok
potensial pada waktu t
S(t) 0SSt <1 Proporsi populasi perokok

aktif pada waktu t
Proporsi populasi perokok
yang berhenti merokok
sementara pada waktu t
Proporsi populasi perokok
yang berhenti merokok
secara permanen pada
waktu t

Q:(®) 0=se®<1

Q,(t) 0<Q,(t)<1

Dari kedua model diperoleh daftar parameter-
parameter yang disajikan dalam Tabel 2.

Tabel 2. Daftar Parameter-parameter

Parameter Syarat Keterangan

u O<u<l1 Laju rekruitmen dan laju
kematian pada populasi
manusia

B 0<p<1 Laju kontak antara perokok
aktif dan perokok potensial

0O<h<1 Laju efektivitas denda yang

dikenakan pada perokok
aktif

y 0<y<l1 Laju individu yang berhenti
merokok

Z 0<z<1 Proporsi individu yang

h(1—=0o)y
l‘u l;z (1-2)
hoy

@

l#

Gambar 1. Diagram Skematik Model
Matematika (Denda Faktor Utama)

Selanjutnya dilakukan analisis terhadap
model matematika pada Sistem (6) untuk
menentukan  titik  ekuilibriumnya. Untuk
menentukan titik ekuilibriumnya, masing-
masing persamaan pada Sistem (6) dibuat
menjadi nol.

Dari persamaan pertama Sistem (6) diperoleh
u—uP—pPS=0

Su—(uU+pSHP=0

S u=(@u+pS)P

p=—E )

u+pBSs

Subtitusi (7) ke persamaan kedua Sistem (6)
sehingga diperoleh

—(,u+hy)5+/>’<ﬂ+ﬁs)5+th =0
oS s+ 20, = 0

u+Bs t

upS — (u+ BS)(u + hy)S + (u+ pS)zQ,
= =0

u+pSs
S upS — (u+ B+ hy)S + (u+ BS)zQ,
=0

S (u+pS)zQ = —upS + (u+ BS)(u + hy)S
o Qt — (l‘+ﬁsil(j:;’?;)zs_ﬂﬂs (8)

Subtitusi (8) ke persamaan ketiga sistem (6)
diperoleh
—(u+1DQ;+h(1—-0a)yS=0
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p+ BS)(u+ hy)S — ups
(1 + pS)z
—o0)yS=0

(:)—(,u+1)<( )+h(1

- (u+ D[ppS — (uw+ BS)(u+ hy)S] + [h(1 — 0)yS] (1 + BS)z

(u+pBS)z
=0

& (u+ D[S — (u+ BS)(u+ hy)S] +
[h(1 = o)ySI(u+BS)z=0

o {(u + Dup — (u+ S+ hy)] +

[h(1 = o)) (u + S)z }5 =0

Sehingga diperoleh

§$=0 atau (u+ D[up — W+ +hy)] +
[h(1 —o)yl(u+pS)z=0

Kasus S = 0 diperoleh titik ekuilibrium non-
endemik P, = (P, S, Q,,Q,) = (1,0,0,0)

Kasus (u+ D — W+ pS)(u+ hy)] +
[A(1 = o)y](u + BS)z = 0 diperoleh

_ Mlup+B—p®—phy—p—hy+hyz—hoyz] )
B[u2+phy+p+hy(1-z)+hoyz]

Subtitusi (9) ke (7) diperoleh

__ uP+phy+p+hy—hyz+hoyz
b= (u+1)B (10)

Subtitusi (9) ke (8) diperoleh

0, = phy(1-0)(uB+B—p?—phy—u—hy+hyz—hoyz) (1 1)
¢ B(u+1)(u2+uhy +p+hy(1-z)+hoyz)

Dari persamaan keempat sistem (6) diperoleh

Q — [no+1-z+z0|hy (uB+B—u?—phy—u—hy+hyz—hoyz) (12)
p B(u+1)(u2+puhy +p+hy—hyz+hoyz)

Berdasarkan (9)-(12) diperoleh titik ekuilibrium

P*

dap
e u— uP — BPS

B = —(u+ @+ h)y)S + BPS + 20, (13)

dt

= —(u+1)Q + (1 +h)(1 - 0)yS

dt
d0p _

—Z= —uQp + (1 +h)oyS + (1 - 2)Q,

Diagram skematik model matematika dengan
denda bukan sebagai faktor utama disajikan
dalam Gambar 2.

Gambear 2. Diagram Skematik Model
Matematika (Denda Bukan Faktor Utama)

Dari kedua model diperoleh domain Sistem (6)
dan Sistem (13) adalah

D={(P,S,Q,0Q,):P+S+Q +Q,=1P
>0,5>0,Q,>0,Q, >0}

Selanjutnya dilakukan analisis terhadap model
matematika pada  sistem  (13) untuk
menentukan titik ekuilibriumnya. Untuk
menentukan titik ekuilibriumnya, masing-
masing persamaan pada sistem (13) dibuat
menjadi nol.

Dari persamaan pertama sistem (13) diperoleh

u—uP—pBPS =0

_ p?+phy +p+ hy — hyz + hoyz

(u+1Dp '

S*=u[uﬂ+ﬁ—u2—uhy—u—hy+hyz—h0VZ]

Blu? + phy + u + hy — hyz + hoyz]
. dhy(1—0)(up + f — p® — puhy — p — hy + hyz — hoyz)

Q=

B(u+1)(u* + phy + u + hy — hyz + hoyz)

[uo +1—z+ zolhy(uB + B — u?> — uhy — u — hy + hyz — hoyz)

Q=

P, = (P*,S%,Q;,Q;) dimana

Model matematika dengan denda bukan
sebagai faktor utama diberikan dalam Sistem

(13).

B(u+ 1)(p? + phy + p+ hy(1 — z) + hoyz)

Su—(u+pSHP=0
e p=(u+pSP

P= #fﬁs (14)
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Subtitusi (14) ke persamaan kedua (13)
diperoleh
—(u+ (1+h)y)5+ﬂ(#+ﬁS)S+ZQt =0

= HsS —(u+@A+n)y)S+2Q,=0
u+pSs
o MBS — (u+ A+ RV +BS)S + (u+pS)20Q: _ 0

u+ps

S upS —(u+ A +h)y)(u+pS)S+
(u+pS)zQ, =0

© W+ pS)zQ = —upS+ @+ A +h)y)(u+

S = Mu+Dp-[pu+D+A+h)y(1-z+pu+02)]} (16)
Blu(p+1)+(1+h)y(1-z+p+02z))

Subtitusi (16) ke (14) diperoleh

p= u(u+1)+(1;ffl/)(; Z+U+0z) (17)

Subtitusi (16) ke (15) diperoleh

Q= [(1*0)(1+h)v] #{(u+1)B-[u(u+D+(1+h)y(1-z+u+02)]} (18)

(u+1) Blu(u+D)+(1+h)y(1-z+p+02z)]

Dari persamaan keempat sistem (13) diperoleh

_(A+hwu+ Doy + (1 —2)(1—-0)(1+h)y

P Bu+1) }

(M+1)B—[u(u+1)+(1+h)y(1—2+u+02)]] (19)
ﬁS)S u(u+1)+1+h)y(1—z+u+oz)
& Q, = WWHNWIES)S-1ps (15) Berdasarkan  (16)-(19)  diperoleh titik
(kb ekuilibrium P, = (P*,S",Q;, Q) dimana
Subtitusi (15) ke persamaan ketiga (13)
P uu+ D+ +hny(l—z+u+oz)
B w+DB '
& = M+ DB —[uw+1)+A+h)y(1—z+p+o02)]}
Bluw+1D+A+h)y(d—z+pu+o2)]
0r = [(1 -o)(1+ h)y] p{w+ DB = [uw+ D+ A +h)y(Q—z+pu+02)]}
¢ (u+1) Bluw+ 1D+ A +hy(1 —z+p+o02)] '
0: = {(1 +h)@+Doy+(1-2A-0)1 + h)y} [(u + DB - [uu+1D+ A +hy(Ad —z+pu+o2)]
P Bu+1) pu+D+A+ny(A—z+pu+o02)
diperoleh Untuk menganalisis P; diperlukan bilangan

—(u+ D+ A +hA-0)yS=0

(u+ (1 +h)y)(u+ BS)S — upsS
(e +BS)z
=0

<=>—(/1+1)< >+(1+h)(1—a)y5

- (u+BS)YA +h)(A = 0)zyS — (u+ D[+ (1 + h)y)(u + BS)S — upS]
(u+BS)z

=0
S WU+pHA+hA—-0)zyS — (u+
Lu+1+hypu+LSS—ufSs=0

e{u+p)1+hNA-o)zy — (u+
Lu+1+haypu+FS—ufSs=0

Sehingga diperoleh

S=0 atau w+BSYA+hA —-0)zy —
W+ D+ A +n)y)+pS)—upl=0

Kasus S = 0 diperoleh titik ekulibrium non-
endemik P, = (P, S, Q,,Q,) = (1,0,0,0).

Kasus w+pSYA+h)(A —o0)zy —

u+ D[+ A +nY)W+pS) —upl=0
diperoleh

reproduksi dasar (R,) yang menyebabkan
terdapatnya perokok aktif di dalam sistem.
Pada sistem (6) diperoleh
(uB+p)

=— dan pada sistem
u?+uhy+u+hy(1-z)+hoyz
(u+1)B

(13) diperoleh R, = p(p+)+A+R)y(1-z+p+oz)
Berdasarkan R, dari sistem (6) diperoleh titik
kesetimbangan P, = (P*,S",Q;,Q;)

Ro

1 p
R_O’E(RO -1,

= why(1-0) [uc+1-z+zo]hy

<[ Bu+D) ] (Ro = 1)'[ B(u+1) ] (R, = 1)>
dan R, dari sistem (13) diperoleh titik
kesetimbangan P, = (P*,5*,Q;,Q;)

1 u
/ R_O'E(Ro_l)'

_ u(1-0)(1+h)y _ \
_k [ o — ), )

(1+h)(u+1)oy+(1-2z)(1-0)(1+h)y _
Bu+1) ] (R =1)
Analisis  eksistensi  titik  kesetimbangan

dilakukan untuk memperoleh batas R, dimana
terdapat titik kesetimbangan P, atau P;. Dari
hasil analisis eksistensi titik kesetimbangan
sistem (6) diperoleh Teorema 1.
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Teorema 1

(uB+B)
u2+phy+u+hy(1-z)+hoyz’

Dipunyai R, =

Dari sistem persamaan di atas, berdasarkan
nilai R, tersebut diperoleh

(1) Jika R, < 1, maka sistem persamaan hanya
mempunyai 1 titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas populasi perokok
Py =(P,S,Q:,0Qp) = (1,0,0,0).

(2) Jika R, > 1, maka sistem persamaan hanya
mempuyai 2 titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas populasi perokok
Py = (P,S, @, Qp) = (1,0,0,0) dan titik
kesetimbangan endemik P, = (P*,S*,Q;,Q;)

1 u

Ry'B (Ry— 1),

= \ [th(l ] (Ro—1), [o+1-z+ Za]hy] (R — 1)/

pu+1) Blu+1)

Dari hasil analisis eksistensi titik
kesetimbangan sistem (13) diperoleh Teorema
2.

Teorema 2

(u+1)B
u(u+1)+1+h)y(1-z+u+oz)’

Dipunyai R, =

Dari sistem persamaan di atas, berdasarkan
nilai R, tersebut diperoleh

(1) Jika Ry <1, maka sistem persamaan
hanya mempunyai 1 titik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas populasi
perokok Py = (P, S, Q. Qp) = (1,0,0,0).

(2) Jika R, > 1, maka sistem persamaan
hanya mempuyai 2 titik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas populasi
perokok P, = (P,S , Q. Q) = (1,0,0,0)
dan titik kesetimbangan endemik P; =

(P50t Qp)

1 pu

R—E( o — 1),

[ﬂ(l -o)(1+ h)y](
Blu+1) o

A+hRN+Doy+(1—-2)1-0)1 + h)y] (Ro - 1)

Bu+1)

Kestabilan kedua titik kesetimbangan yang
diperoleh dari masing-masing sistem dianalisis
dengan menggunakan nilai eigen dari matriks
jacobian sistem (6) dan sistem (13).

Berikut ini merupakan analisis kestabilan titik
kesetimbangan  sistem (6). Pada mulanya
dibentuk matriks jacobian dari sistem (6)
sehingga diperoleh

—pn—=pS -BP 0 0
_ BS —(u+ hy) +BP z 0
JE) = < 0 h(1—o)y —(u+1) 0)
0 hoy 1=-2) —u

Kemudian berdasarkan matriks jacobian,
dianalisis pada kedua titik ekuilibrium.
Sehingga diperoleh matriks jacobian pada titik
non-endemik P, sebagai berikut.

—u —B 0 0

_[| 0 —(u+thy)+p z 0

JPo) = | g h(1—0)y —(u+1) 0
0 hoy 1-2z) —u

Dari jacobian titik ekuilibrium P, diperoleh
nilai eigen sebagai berikut.

A =—u
Ay =—p
Kemudian dianalisis untuk A5 dan A,.

Persamaan karakteristik untuk A; dan A,
adalah

A+ (u+hy) = BlA+ (u+ 1] —zh(1 - 0)y

e P+Wu+hy—B+pu+DA+[(u+hy) -
Bl(u+ 1) —zh(1 — o)y

Didefinisikan ay =1,a;, =u+hy—B+pu+1
dana, = [(u+hy) - Bl(p + 1) — zh(1 — o)y

Oleh sebab dipunyai R, < 1.

Jelas — (uB+B)
us+uhy+u+hy(1-z)+hoyz

Jelas a; > 0 dan a, > 0.

Sehingga diperoleh a? — 4aya, < a?

Berakibat

—ayt [a%-4a4a;
N34 = e <0 (20)
Jelas a? — 4aga, > 0 21

Berdasarkan (20) dan (21) diperoleh nilai eigen
A3 4 merupakan bilangan real negatif.

Apabila R, = 1 mengakibatkan A;, ada yang
bernilai nol.

Diperoleh Teorema 3 sebagai berikut.
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Teorema 3

Diberikan R, = —; wrp) dan titik
uc+puhy+u+hy(1-z)+hoyz

ekuilibrium Py = (P, S, Q;, @) = (1,0,0,0).

(1) Jika Ry < 1 maka titik kesetimbangan P,
stabil asimtotik lokal,

(2) Jika Ry, = 1 maka titik kesetimbangan P,
bukan titik hiperbolik.

(3) Jika R, > 1 maka titik kesetimbangan P,
tidak stabil.

Selanjutnya dianalisis matriks jacobian untuk
mengetahui  kestabilan  titik  ekuilibrium
endemik P, .

—1—=pBs —-ppP* 0 0
_ BS* —(u+hy) +pP” z 0
f(Pl)‘< 0 hl-a)y — —(u+1) o)
0 hoy 1-2) —u
Misal K, =u+hy; K, =h(1—0)y; Kz =u+
1; K, = hoy; G = BS* dan G, = BP*

Diperoleh
—u—-G -Gy 0 0
o= & Rz
0 K, 1-2) -u
Diperoleh
M=—p

Kemudian dianalisis untuk 4,, A; dan 4,.

Persamaan karakteristik untuk A,,1; dan 4,
adalah sebagai berikut.

/13 + [K1 - Gl + K3 + (Il + G)])'.Z + [(K1 - Gl)K3 +
G)(Ky — G)Ks — (u+ G)zKy + G,GKs =0 (22)
Persamaan (22) dapat diubah menjadi

bol3 + bll’{z + bzﬂ + b3 =0

dengan by =1

bl =K1_Gl+K3+(M+G)

b, = (Ky — G)Ks + (u+ G)(Ky — Gy + K3) —
zK, + GG

bs = (u+ G)(K; — G)K; — (u + G)zK,
+ G,GK;

Jelash, =1>0

b1=K1_G1+K3+(ﬂ+G)>O

b, = (Ky — G)K; + (u+ G)(Ky — Gy + K3) —
zK, + G1G >0

bs = (u+ G)(K; — G))Ks — (u + G)zK, +
G,GK; > 0

Dan blbz - bob3 > 0

Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz diperoleh
persamaan (22) memiliki nilai eigen dengan
bagian real negatif.

Diperoleh Teorema 4 sebagai berikut.

Teorema 4

Diberikan R, = — uB+B)
u#+phy+pu+hy(1-z)+hoyz

ekuilibrium P; = (P*,S*,Q;,Q;)

dan titik

1 p
~ < %8 (Ro— 1), >
- uhy(1-o) _ [uo+(1-2z)+z0]hy _ .
[ B(u+1) ](RO 1)'[ B(u+1) ](RO D
Jika Ry, > 1 maka titik kesetimbangan P, stabil
asimtotik lokal.

Berikut ini merupakan analisis kestabilan titik
kesetimbangan sistem (13). Pada mulanya
dibentuk matriks jacobian dari sistem (13)
sehingga diperoleh

—u—pBS -pP 0 0
E=| B ~wra+mp+pp z 0
JE) = 0 1+hA-o0)y —(u+1) o0

0 1+ h)oy (1-2z) —u

Kemudian Dberdasarkan matriks jacobian,
dianalisis pada kedua titik ekuilibrium.
Sehingga diperoleh matriks jacobian pada titik
non-endemik P, sebagai berikut.

—u -p 0 0
ey=| 0 —(u+@+n+p z 0
JB) =1 A+h(A-0)y —-(u+1) 0

0 1+ h)oy 1-2) —pu

Dari jacobian titik ekuilibrium P, diperoleh
nilai eigen sebagai berikut.

Ay =—p
Ay =—u
Kemudian dianalisis untuk A; dan A,.

Persamaan karakteristik untuk A; dan A,
adalah

A+ @+ A +hy)-BlA+ @+ D]-
1+hrQA—-0)zy

=2+ [+Q+Ry)-B+p+112+



R. Trihartanto et al./ UNNES Journal of Mathematics 7(1) 2018

[+ A +hy)-Blu+1)—A+hA-0o)zy

Didefinisikan ay =1,a; = (u+ (1 + h)y) —
B+u+1 dan ap=[(u+ @A +R)y)—pl(n+
D—-A+h)(1A—-0)zy

Oleh sebab dipunyai R, < 1.

(u+1)B
u(u+1)+@+h)y(1-z+u+oz)

Jelas

Jelas a; > 0dana, > 0.

Sehingga diperoleh a? — 4aya, < a?

Berakibat

—-a,+ /a%—zlaoaz
Agp=————<0 23)
Jelas a? — 4aqya, >0 (24)

Berdasarkan (23) dan (24) diperoleh nilai eigen
A3 4 merupakan bilangan real negatif.

Apabila Ry = 1 mengakibatkan A;, ada yang
bernilai nol.

Diperoleh Teorema 5 sebagai berikut.

Teorema 5

Diberikan R, = wr1)f dan titik
u(u+1)+@A+h)y(1-z+pu+oz)

ekuilibrium P, = (P, S, Q¢, @) = (1,0,0,0).

(1) Jika Ry < 1 maka titik kesetimbangan P,
stabil asimtotik lokal,

(2) Jika Ry = 1 maka titik kesetimbangan P,
bukan titik hiperbolik.

(3) Jika Ry > 1 maka titik kesetimbangan P,
tidak stabil.

Selanjutnya dianalisis matriks jacobian untuk
mengetahui  kestabilan  titik  ekuilibrium
endemik P, .

—u—BS* —BP” 0 0
P) = BS* —(u+ @ +h)y) +pP* z 0
JP) = 0 1+hQA -0y —(u+1) 0

0 1+ h)oy 1-2) —u

Misal Ki=u+(Q+hy K,=>0+
BS* dan G, = BP*

Diperoleh
—u—-G -Gy 0 0
_ G _Kl + Gl VA 0
JE)=1 K, K5 0
0 K, A-2z) —u

Diperoleh
M=—u

Kemudian dianalisis untuk A,, A; dan A,.

Persamaan karakteristik untuk A,,4; dan A,
adalah sebagai berikut.

B+[K -G +K+ @+ 622+ [(K, —
G)Ks + (u+ G)(Ky — Gy + K3) — zK, +
GiGIA+ (u+G)(K, —G)K; — (u+G)zK, +
G,GK; =0 (25)

Persamaan (25) dapat diubah menjadi
boA3 + by A% + byA + by =0

dengan by =1

by =K, -G, +K;+ (u+G)

b, = (Ky — G)Kz + (u+ G)(K; — Gy + K3) —
2K, + G,G

bs = (u+ G)(Ky — G)Ks — (u+ G)zK,
+ G,GK;

Jelas by =1>0
b1:K1_61+K3+(H+G)>0

b, = (Ky — G)Kz + (u+ G)(Ky — Gy + K3) —
2K, + G,G > 0

by = (u+ G)(Ky — G)Ks — (u+ G)zK, +
G,GK; > 0

Dan b1b2 - b0b3 > 0

Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz diperoleh
persamaan (25) memiliki nilai eigen dengan
bagian real negatif.

Diperoleh Teorema 6 sebagai berikut.
Teorema 6

L _ (u+DB
Diberikan RO - u(u+1)+(1+h)y(1—z+u+oz)
titik ekuilibrium P, = (P*,S*,Q;,Q;)

1 u
R—OVE(RO -1,
uhy(1 - o) [uo + (1 — 2) + zalhy :
B+ D ](R"‘l)’[ B+ D ](R"' Y

Jika Ry > 1 maka titik kesetimbangan P, stabil
asimtotik lokal.
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Selanjutnya  dilakukan interpretasi
model ke dalam bentuk simulasi berbantuan
software Maple. Simulasi diawali dengan
memberikan nilai awal pada parameter-
parameter dan mengubah-ubah nilai untuk
parameter tertentu pada model matematika.

Titik Kesetimbangan P; dan Rasio Reproduksi
Dasar (R,) untuk nilai § = 0,05; 8 =0,1 dan
B = 0,3 disajikan dalam Tabel 4.

Tabel 4 Titik Kesetimbangan (P;) dan Rasio
Reproduksi Dasar (R,) untuk Beberapa Nilai 8

Untuk model matematika dengan denda

) . . Titik Kesetimbangan (P,) Ry B
;";}”;_gjﬁaﬂaﬁf; ?;ﬁ:;z B (6) dimasukdan  —45357-0 5401, 0,0033; 0,2215)  4,2536 0,05
(0,1175; 0,6231; 0,0038; 0,2555) 8,5073 0,1
h=0,7 (0,0392; 0,6784; 0,0042; 0,2782) 25,5219 0,3
1 = 0,0083
y =0,0111 Kondisi  geometris  dinamika  populasi
i - g'; P(t),S(t), Q.(t) dan Q,(t) terhadap waktu t

Rasio reproduksi (R,) untuk beberapa nilai f
dimana £ < 0,0118 diberikan pada Tabel 3.

Tabel 3. Rasio Reproduksi Dasar (R,) untuk

pada saat § = 0,01 disajikan pada Gambar 3.

Beberapa Nilai 8 (Kasus Ry < 1)

Rasio Reproduksi Dasar (R,) B
0,8507 0,01
0,4254 0,005
0,0851 0,001
1.0 0.0-
0.9 nel
0.8 074
0.7 0.6
0.6 0.54
Fit) S8
03 044
0.4 031
0.3 024
02 0.1+
0.1 T T 1 0 T T T T 1
0 1000 2000 3000 0 500 1000 1500 2000 23500
t
(@ (&)
0.9
0.9+
0.8
084
0.7
0.7
0.6 064
03 0.3
Ot e) ]
=0 Opl ¢
0.4 = 04
03 03
024 02
0 1-& 0.1
0 T T T 1 0 T T l
0 20 40 60 20 100 ] 500 1000 1500 2000

t

(©

i
L @

Gambar 3. Kondisi Geometris (a) P(t), (b) S(t), (c) Q.(t) dan (d) Q,(t) terhadap Waktu t pada

saat § = 0,01 dengan Ry, < 1
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Eksistensi titik kesetimbangan pada § = 0,01
dan B = 0,02 disajikan dalam Tabel 5.

Tabel 5. Eksistensi Titik Kesetimbangan pada
B =0,01dan B = 0,02

B h Titik Kesetimbangan

0,1 P, tak stabil, P;stabil

0,2 P, tak stabil, P,stabil

0.01 0,3 P, tak stabil, P, stabil
’ 0,3445 P, stabil
0,4 P, stabil
0,5 P, stabil

0,1 P, tak stabil, P, stabil

0,2 P, tak stabil, P,stabil

0.02 0,4 P, tak stabil, P, stabil

’ 0,6 P, tak stabil, P;stabil

0,8 P, tak stabil, P, stabil

1 P, tak stabil, P,stabil

Kondisi  geometris  dinamika  populasi

P(t),S(t), Q.(t) dan Q,(t) terhadap waktu t
pada saat f = 0,3 disajikan pada Gambar 4.

084

084

Fi1)

T T
0 30 100 130 200

(=)
0.9+

0.5

O 1)

0 10 20 30 40 50

()

60

Selanjutnya untuk memperjelas  tingkat
perbedaan proporsi masing-masing populasi
dalam sistem, dengan nilai S = 0,8 akan
diperlihatkan  dinamika perbedaan  titik
kesetimbangan endemik untuk beberapa nilai h
yang disajikan dalam Tabel 6.

S(7)

0.1+ T T T T T 1
0 100 200 300 400 300 600

¢
(b)

Op(t) 044

0 200 400 600 300 1000

(d)

Gambar 4. Kondisi Geometris (a) P(t), (b) S(t), (c) Q,(t) dan (d) Q,(t) terhadap Waktu t pada
saat f = O,Iifengan Ry>1
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Tabel 6. Dinamika Titik Kesetimbangan
Endemik pada f = 0,8 untuk Beberapa Nilai h

h P S Q. Q,
0,9 0,0159 0,6410 0,0051  0,3380
0,7 0,0147 0,6957  0,0043  0,2853
0,6 0,0141 0,7267  0,0038  0,2554
0,5 0,0135 0,7605  0,0033  0,2227
0,3 0,0122 0,8382  0,0022  0,1473
0,1 0,0110 0,9335  0,0008  0,0547

0,04 0,0106 0,9664  0,0003  0,0226
0,02 0,0105 0,9779  0,0002  0,0115
0,01 0,0104 0,9837  0,0001 0,0058
0,001 0,0104 0,9890  0,0000  0,0006

Dinamika proporsi populasi perokok potensial
(P) pada beberapa nilai h dengan S =0,8
disajikan pada Gambar 5.

0.016
0.015 4
0.014+

P(t) 0013

h=09 :
h=07
h=06 :
h=105 :
h=03
0011 h=01 -
h=004 :
h =002
0.010+ T T T . Y h =001
200 400 600 800 1000 h=0001:
:

00124

Gambar 5. Dinamika P pada Beberapa Nilai h
dengan = 0,8.

Dinamika proporsi populasi perokok aktif (S)
pada beberapa nilai h dengan f = 0,8 disajikan
pada Gambear 6.

1.0+

\

h=09
S(1) 08 h=07
h=06
h=05
h=03

h =004
h =002
h =001

0 h=0,001:
200 400 600 800 1000
t

Gambar 6. Dinamika S pada Beberapa Nilai h
dengan f = 0,8

Dinamika proporsi populasi perokok yang
sembuh sementara (Q,) pada beberapa nilai h
dengan B = 0,8 disajikan pada Gambar 7.

0.0064

NS

0¢(¢) 0.003

h=09 :
h=07
h=06
h=105
h=03
0.001 p=ol

1 h=004 :
T h =002
h =001
h=0,001:

0.002

=

0 200 400 600 800 1000
t

Gambar 7. Dinamika Q; pada Beberapa Nilai h
dengan 8 = 0,8

Dinamika proporsi populasi perokok yang
sembuh permanen (Q,) pada beberapa nilai h
dengan B = 0,8 disajikan pada Gambar 8.

0.3

h=109
gr(n) h=107
h=06
h=05
01l h=03
h=01
h=0.04

h=002:
h=1001:
04 T T - h=0001:

T J
0 200 400 600 800 1000
t

Gambar 8 Dinamika @, pada Beberapa Nilai h
dengan 8 = 0,8

Untuk model matematika dengan denda bukan
sebagai faktor utama/ sistem (13) dimasukkan
nilai-nilai awal sebagai berikut.

h=0,7
u=0,0167
y = 0,02564

z=0,7

=02
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Rasio reproduksi (R,) untuk beberapa nilai f dalam tabel 8

dimana £ < 0,0363 diberikan pada Tabel 7. L . )
Tabel 8 Titik Kesetimbangan (P;) dan Rasio

Tabel 7. Rasio Reproduksi Dasar (R,) untuk Reproduksi Dasar (R,) untuk Beberapa Nilai 8
Beberapa Nilai g (Kasus Ry < 1)

Py Ry B
Rasio Reproduksi Dasar (R,) B (0,7256; 0,1263; 0,0043; 0,1438) 1,3782 0,05
0.8269 0.03 (0,1209; 0,4046; 0,0139; 0,4605) 8,2691 0,3
0’2756 0’01 (0,0604; 0,4325; 0,0148; 0,4922) 16,5382 0,6
0,0276 0,001

Kondisi  geometris  dinamika  populasi
P(t),S(t), Q.(t) dan Q,(t) terhadap waktu t
Kesetimbangan (P;) dan Rasio Reproduksi pada saat § = 0,03 disajikan pada Gambar 9
Dasar (R,) untuk beberapa nilai 8 disajikan

1.0 0
0.94
0.6
0.84
0.3
0.7
06 0.4
Fi1) St
0.5+ 034
0.4+
02
0.3
0.14
02
0.1 ; ; : : . 0 ¥ . . : .
0 200 400 600 300 1000 0 200 400 600 300 1000
¢ ¢
(@) (b)
0.6+

0.6 0.31

0.3 0.4 1|
04 .
o1 0r10) 03

03
021

02
0.1-

0.1

0 " T . 0 T T T .
0 50 100 150 0 200 400 600 500 1000

t t

(©) (d)
Gambar 9. Kondisi Geometris (a) P(t), (b) S(t), (c) Q¢(t) dan (d) Q,(t) terhadap Waktu t pada
saat § = 0,03 dengan R, < 1
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Eksistensi titik kesetimbangan pada f = 0,03
dan B = 0,04 disajikan dalam Tabel 9.
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0,8 P, tak stabil, P;stabil
1 P, tak stabil, P;stabil
Kondisi  geometris  dinamika  populasi

P(t),S(t), Q(t) dan Q,(t) terhadap waktu t
pada saat § = 0,05 disajikan dalam Gambar
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0.7
0.6
0.6
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0.44 04
0.3
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0.1 , , , , . 0 . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 0 100 200 300 400 300 600 700
t r
(@ (b}
0.7
1_
0.6
0.8
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t t
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Gambar 10. Kondisi Geometris (a) P(t), (b) S(¢), (c) Q,(¢t) dan (d) Q, (t) terhadap Waktu t pada

saat § = 0,05 dengan Ry, > 1

Selanjutnya untuk memperjelas  tingkat

perbedaan proporsi masing-masing populasi

dalam sistem, dengan nilai § =0,7 akan

diperlihatkan  dinamika  perbedaan  titik

kesetimbangan endemik untuk beberapa nilai h

yang disajikan dalam Tabel 10.

Tabel 9. Eksistensi Titik Kesetimbangan pada 10.
B = 0,01dan g = 0,02
B h Titik Kesetimbangan
0,1 P, tak stabil, P;stabil
0,1548 P, tak stabil, P;stabil
0,2 P, stabil
0,03 0,3 P, stabil
0,4 P, stabil
0,5 P, stabil
0,1 P, tak stabil, P;stabil
0.04 0,2 P, tak stabil, P;stabil
! 0,4 P, tak stabil, P;stabil
0,6 P, tak stabil, P;stabil

14
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Tabel 10. Dinamika Titik Kesetimbangan
Endemik pada f = 0,7 untuk Beberapa Nilai h

h P S 0, Q,

0,9 0,0551  0,4090 0,0157 0,5202
0,7 0,0518 04365 0,050  0,4967
0,6 0,0502 04515 0,0146  0,4837
0,5 0,0485 04677 0,0142  0,4696
0,3 0,0452 05034 0,0132  0,4381
0,1 0,020  0,5448 0,0121  0,4012
0,04 0,0410  0,5585 0,0117  0,3888
0,01 0,0405  0,5656 0,0115 0,3824
0,001 0,0403  0,5677 0,0115  0,3805
0,000  0,0403  0,5680  0,0115  0,3803

Dinamika proporsi populasi perokok potensial
(P) pada beberapa nilai h dengan S =0,8
disajikan pada Gambar 11.

P(y)

0.056 4

0.054
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0.050
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h=002 :——
h=001 :—
h=0001:——

7

200 100

¢
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Gambar 11. Dinamika P pada h = 0,7, h =
0,25 dan h = 0,01 dengan 8 = 0,7

Dinamika proporsi populasi perokok aktif (S)
pada h=0,7, h=0,25 dan h = 0,01 dengan
B = 0,7 disajikan pada Gambar 12.

0.48
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560
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h=004 :
h =002
h =001
h=0001:

Gambar 12. Dinamika S pada Beberapa Nilai h
dengan 8 = 0,7
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Dinamika proporsi populasi perokok yang
berhenti sementara (Q;) pada beberapa nilai
h dengan 8 = 0,7 disajikan pada Gambar 13.

0.016
.

0.0154

0.0144

O:(t) 0.013 h=09
h=07
h=06
h=05

0.012

h=0.04 :
h=10.02
k=001
h=0,001:
200 100 600 860 1000
t

0.011

=
Il
=
[

0.010

Gambar 13. Dinamika Q, pada Beberapa Nilai
h dengan 8 = 0,7

Dinamika proporsi populasi perokok yang
berhenti permanen (Q,) pada beberapa nilai h
dengan B = 0,7 disajikan pada Gambar 14.

0334

050
Qp(#) 0431 f
h=09
h=07
h=06

h=05
0.40 h=03
h=01
h =004
h =002
h =001
200 400 500 500 100¢ 1t =0001:
t

Gambar 14 Dinamika Proporsi Q,, pada
Beberapa Nilai h dengan = 0,7

Dinamika populasi pada model populasi
perokok dengan denda sebagai faktor utama
dan model populasi perokok dengan denda
bukan sebagai faktor utama dengan nilai
parameter yang sama disajikan pada Gambar
15
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Gambar 15. Dinamika Populasi (a) P(t), (b) S(t), (c) Q.(t) dan (d) Q,(t) pada Model Populasi
Perokok Dengan Denda sebagai Faktor Utama dan Denda Bukan sebagai Faktor Utama

SIMPULAN

Dari penelitian diperoleh dua model
matematika yaitu model matematika populasi
perokok dengan denda sebagai faktor utama
dan model matematika populasi perokok
dengan denda bukan sebagai faktor utama.
Analisis kedua model menghasilkan Teorema
1, Teorema 2, Teorema 3, Teorema 4, Teorema
5 dan Teorema 6 mengenai R, , titik
kesetimbangan endemik dan nonendemik dan
analisis kestabilan titik kesetimbangan endemik
dan nonendemik.

16

Untuk menghilangkan populasi
perokok aktif pada model populasi perokok
dengan denda sebagai faktor utama, diperlukan
usaha untuk menekan laju kontak f < 0,01 dan
h > 0,3445 . Untuk menghilangkan populasi
perokok aktif pada model populasi perokok
dengan denda bukan sebagai faktor utama,
diperlukan usaha untuk menekan laju kontak
B < 0,03 dan h > 0,1548.
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