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Misal sebuah graf G(V,E) dengan himpunan titik V tak kosong dan himpunan sisi E.
Pelabelan total :: VU E — {1,2, ...,k} disebut pelabelan total tak teratur sisi jika untuk
setiap sisi berbeda maka bobot sisinya berbeda. Bobot sisi e pada pelabelan total A adalah
jumlah dari label sisi e dan semua label titik yang berkaitan dengan e. Dengan kata lain,
w(xy) = A(xy) + A(x) + A(y). Nilai ketakteraturan sisi total (fotal edge irregularity strength)
graf G yang dinotasikan dengan tes(G) adalah minimum label terbesar yang digunakan
untuk melabeli titik dan sisi graf G dengan pelabelan total tak teratur sisi. Pada artikel ini,
penulis menyelidiki nilai ketakteraturan sisi total graf amalgamasi subdivisi graf dovetal
dengan titik pendan dan graf sikel (SD}}, x) * (C3,_3,z). Hasil dari penelitian ini adalah

tes((SDp, x) * (C3p-3,2)) = [9n3—3]

Abstract

Given a graph G(V, E) with a non-empty set V of vertices and a set E of edges. A total labelling
AV UE - {1,2,...,k} is called an edge irregular total labelling if the weight of every edge is
distinct. The weight of an edge e, under the total labelling 2, is the sum of label of edge e and all
labels of vertices that are incident to e. In other words, w(xy) = A(xy) + A(x) + A(y). The total
edge irregularity strength of G, denoted by tes(G) is the minimum k used to label graph G with the
edge irregular total labelling. In this paper, authors investigate the total edge irregularity strength of
Amalgamation between Subdivision of Dovetail graph with pendant vertices and cycle graph

(8D}, x) * (Csp—3, 2). The results of this research are tes((SDE, x) * (C3p—3,2)) = [9n3_3]
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PENDAHULUAN

Beberapa situasi dunia nyata dapat
digambarkan dengan mudah melalui diagram
yang terdiri dari sekumpulan titik dan garis yang
menghubungkan pasangan tertentu dari titik-
titik ini. Misalnya, titik-titik dapat mewakili
orang, dan garis mewakili hubungan antar
teman; atau titik-titikknya mungkin pusat
komunikasi, dengan garis yang mewakili
hubungan komunikasi. Perhatikan bahwa
dalam diagram semacam itu dua titik yang
diberikan belum tentu terhubung dengan garis.
Abstraksi matematis situasi semacam ini
memunculkan konsep graf (Bondy and Murty,
1976).

Makalah yang ditulis oleh Leonhard
Euler tentang tujuh Jembatan Konigsberg yang
berjudul Solutio Problematis Ad Geometriam Situs
Pertinentis dan diterbitkan pada 1736 dianggap
sebagai tulisan pertama dalam sejarah teori graf.
Rumus Euler yang berhubungan dengan jumlah
sisi, titik, dan permukaan dari polyhedron
convex dipelajari dan digeneralisasikan oleh
Cauchy dan L’Huillier dan mewakili awal dari
cabang matematika yang dikenal sebagai
topologi.

Pelabelan pertama kali diperkenalkan
oleh Sadlack pada tahun 1964, Sadlack
mendefinisikan pelabelan magic pada graf
adalah pelabelan sisi dengan daerah hasil
bilangan real, sehingga jumlah label sisi yang
terkait pada suatu titik sama dengan jumlah
label sisi yang terkait pada titik yang lain,
meskipun setiap titik pada graf tersebut
derajatnya berbeda. Gagasan pelabelan total
magic sisi diperkenalkan kembali oleh Kotzig
dan Rosa pada tahun 1970 dengan nama
berbeda yaitu graf dengan bobot magic. Pada
tahun 1996, Ringel dan Llado mendefinisikan
kembali jenis pelabelan ini dengan nama
pelabelan magic sisi. Setelah itu Wallis dkk.
menemukan konsep baru untuk membedakan
dengan pelabelan magic sebelumnya (Nurdin,
dkk., 2018).

Menurut Wallis (2001), pelabelan pada
suatu graf adalah pemetaan yang memasangkan
unsur-unsur graf (titik/sisi) dengan bilangan
bulat positif atau bilangan bulat non negatif. Jika
domain dari fungsi (pemetaan) adalah titik,
maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex
labeling), jika domainnya adalah sisi maka
disebut pelabelan sisi (edge labeling), jika
domainnya titik dan sisi maka disebut pelabelan
total (total labeling). Ada Dbeberapa jenis
pelabelan, diantaranya pelabelan gracefull,
pelabelan harmoni, pelabelan tak teratur,
pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Wallis

juga menjelaskan bobot (weight) dari graf adalah
jumlah dari semua label yang berhubungan
dengan elemen graf tersebut. Bobot dari titik v
dengan pelabelan A adalah w(v) = A(v) +
Yuwep A(uv), dan bobot dari sisi uv adalah
w(uv) = A(uw) + A(uv) + A(v).

Pelabelan total tak teratur diperkenalkan
oleh Martin Ba'ca dkk.(2007). Mereka
memperkenalkan dua jenis pelabelan total tak
teratur, yaitu pelabelan total tak teratur titik dan
pelabelan total tak teratur sisi. Pelabelan total
tak teratur sisi sudah banyak diteliti oleh para
ilmuwan sebelumnya yang tertera di buku
Gallian (2011). Diantaranya Marzuki dkk.
(2013) yang  meneliti  tentang  nilai
ketakteraturan total graf sikel dan graf path.
Indriati dkk. (2015) yang meneliti tentang nilai
ketakteraturan sisi total graf web dan graf-graf
terkait. Ivano dan Jendrol (2006) yang
meneliti tentang nilai ketakteraturan sisi total
graf pohon. Nurdin, Baskoro, M, & Gaos.
(2010) yang  meneliti  tentang  nilai
ketakteraturan titik total graf pohon. Rosyida,
Widodo, & Indriati (2018) yang meneliti tentang
nilai ketakteraturan graf caterpillar dengan dua
titik pendan pada setiap titik internal.

Berdasarkan definisi bobot sisi, Ba’ca
dkk. mendefinisikan suatu jenis pelabelan yang
disebut pelabelan—k total tak teratur sisi dengan
domain himpunan titik dan sisi sebagai berikut:
Suatu pelabelan AVUE - {12, ...k}
dikatakan pelabelan—k total tak teratur sisi jika
setiap dua sisi e =u,v; dan f = u,v, yang
berbeda di G memenuhi w(e) # w(f), dengan
w(e) =A(u) +A(e) + A(v,) dan w(f) =
Auz) + A(f) + A(vy).

Nilai ketakteraturan sisi total (fotal edge
irregularity strength) graf G yang dinotasikan
dengan tes(G) adalah minimum label terbesar
yang digunakan untuk melabeli titik dan sisi graf
G dengan pelabelan total tak teratur sisi (Baca,
2007).

Teorema 1

Misalkan ¢ = (V(G), E(G)) graf dengan
himpunan titik V dan himpunan tak kosong E,
maka

[H2E2] <tes(6) < IE(G) ... (1)
(Baca, Jendrol, Miller, & Ryan, 2007)

Seiring perkembangan zaman, kajian
terhadap pelabelan mengalami perkembangan
yang pesat. Salah satu perkembangan dari
pelabelan adalah pelabelan total tak teratur total
yang diperkenalkan oleh Marzuki, Salman dan
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Miller dalam makalahnya yang berjudul On
Total Irregularity Strength on Cycles and Paths.

Operasi amalgamasi titik dari pasangan
titik graf (G, u) bersama (H, v) adalah graf yang
diperoleh dengan menggabungkan titik u dan v
menjadi satu titik. Sedangkan operasi
amalgamasi sisi atau edge apabila diambil dua
titik yang saling adjacent dari masing-masing
graf. Notasi yang digunakan untuk menyatakan
operasi amalgamasi adalah ”*” untuk
amalgamasi titik karena hanya diambil satu titik
dari masing-masing graf sedangkan ”*;” untuk
amalgamasi sisi karena diambil dua titik dari
masing-masing graf (Khan, Poshni, & Gross,
2010).

Selanjutnya, diberikan graf G dan H
sebagaimana pada Gambar 1., jika dilakukan
amalgamasi dari simpul v; dan v,, maka operasi
amalgamasi dinotasikan dengan

(G,v3) * (H,v3) = (R, ),
dengan R adalah graf baru yang terbentuk dan
x € V(R) yang diperoleh dari hasil amalgamasi
titik.

AT

G*H

G*H
Gambar 1. Operasi amalgamasi titik G * H dan
operasi amalgamasi sisi G * ,H

Menurut Arockiamary (2016), graf
dovetail D,, adalah graf P, + K;,n = 2. Graf
dovetail memiliki (n + 1) titik dan (2n — 1) sisi.

Gambar 3. Graf D,

Pada artikel ini akan dibahas pelabelan total tak
teratur sisi, khususnya menentukan nilai
ketakteraturan sisi total dari graf amalgamasi
subdivisi graf dovetail dengan titik pendan dan
graf sikel (SDJ}, x) * (C3p,_3,2).

METODE

Metode yang digunakan dalam penulisan
skripsi ini adalah studi literatur, dengan cara
mengumpulkan  referensi  yang  dapat
mendukung pembahasan.

Oleh karena itu, untuk mencapai tujuan
penulisan, diambil langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Menentukan batas bawah berdasarkan
teorema :

Untuk sebarang graf G = (V (G),E(G)),

yaitu sebagai berikut:

[EO2] <tes(6) < IECG).

2. Memeriksa batas atas dengan
mengonstruksi pelabelan total tak teratur
sisi f:V(G) UE®G) -{12,...k}
dengan k = batas bawah pada 1).

2.a. Simulasi pelabelan total dimulai dari
graf yang sederhana sampai diperoleh
pola pelabelan yang tetap.

2.b. Menentukan batas tes untuk setiap
simulasi pelabelan

3. Nilai eksak tes diperoleh jika

k <tes(G) < k.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Graf amalgamasi subdivisi graf dovetail
dengan titik pendan SD} dan graf sikel
Csy_3, disimbolkan (SD;7, x) * (C3,_3,2),n = 2.
Graf amalgamasi graf subdivisi graf dovetail
dengan titik pendan SD]} dan graf sikel C;,_
mempunyai 8n — 4 titik dan 9n — 5 sisi. Lebih
lanjut, berikut ini diberikan teorema mengenai
nilai ketakteraturan sisi total dari subdivisi graf
dovetail dengan titik pendan.

@

Gambar 4. Graf (SD}}, x) * (C3,,_3,2)

Teorema 3.1 Jika (SD],x) * (C3p_3,2),n =2
adalah graf amalgamasi subdivisi graf dovetail
dengan titik pendan dan graf sikel, maka

tes((SDy, x) * (C3p-3,2)) = [971—3]

3
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Bukti. Berdasarkan batas bawah (1), diperoleh
batas  bawah  tes((SDJ, x) * (C35-3,2)) =
[—lE(CSz")HZ] = [?] untuk n > 2.

Akan dibuktikan u; (i =1,2,...,n) titik-
titik pendan yang terkait pada setiap titik di B,,
v; (i =135, ..,2n— 1) titik-titik pada P,, x;
titik hasil amalgamasi dari graf (SDJ,x) *
(C3p—3,2), 1 (i =1,2,...,n) titik-titik subdivisi
pada sisi U;v; (i=123,..,n,j=
1,35,...2n—1), v; (j = 2,...,2n — 2) titik-titik
subdivisi pada sisi v;v,, (i =1,35,..,n),
y; (i = 1,2,...,n) titik-titik subdivisi pada sisi
vix, (i=135,..,n) dan x; (i =2,...,3n — 3)
titik-titik pada graf sikel C;,_; pada graf
(8D, x) * (C3p_3, 7).

Diperoleh  batas atas

(Cones ) 2 [ = [

mengonstruksi pelabelan—k total tak teratur sisi
9n—3]

f:VUE -{1,.2,...,k} dengan k=[ 3

sebagai berikut:

fw)=1vi=12,..,n
f)=ivi=12,..,n

f(v;) =n,untuk n > 2,n menyatakan banyak
titik di P,, Vi = 1,2, ...,2n — 1

f() =2n,untukn > 2,vi=1,2,..,n

flx) = [9n3_3],untukn =22,Vi=12..,n

fur) =1,vi=12,..,n
f(rivyi) =2,i=123,..,n
fv) =3

fivie) = fisv) +1,i =23, ...
f(wy) =n+1,untukn = 2
fWai1Yi) = f(Vi-3Yi—1) + L,i=2,3,4,...,n

tes((SD}, x) *
dengan

,n—1

frixy) =2

fix) = fiix) +1L,i=23,...,n
f(x1xy) =3

flixip) = flxiix) +1,i=23,...,3n—4

f(1x3n-3) = [9113—_3 ,untukn > 2

Karena label titik dan sisi yang diperoleh
kurang dari sama dengan k = [?], maka

pelabelan f adalah pelabelan-k total.
Kemudian ditunjukkan setiap sisi graf

(SD}, x) * (C53,_3,7z) mempunyai bobot yang

berbeda sebagai berikut :

wnr) =i+2,Vi=12,..,n

w(rvyi_) =i+ 2+nuntukn > 2,i =

1,2,3,..,n

w(vvi) =i+ 2+ 2nuntukn > 2,i =

1,2,3,..,n

W(Vyi_1y;) =i+ 4n,untukn = 2,i =

1,2,3,..,n

w(y;x;) =i+ 5n,untukn > 2,i = 1,2,3,...,n

w(x;X;4,) =i+ 6nuntukn > 2,i = 1,2,3,...,n

Oleh karena f merupakan pelabelan—k
total dan untuk setiap dua sisi berbeda, bobot
sisinya juga berbeda, artinya f merupakan
pelabelan—k total tak teratur sisi, dengan label

terbesarnya adalah = [9n3_3]. Jadi, terbukti

bahwa untuk n > 2, tes((SD}}, x) * (C3,_3,2)) =
[9n_3]' Berikut disajikan contoh pelabelan-11

3
total tak teratur sisi dari graf (SDj,x) x

(C3p—3,7) pada Gambar 5.
1 1

29]
Gambar 5. Contoh Pelabelan-11 Total Tak
Teratur Sisi dari graf (SDf, x) * (Cy, 2)

PENUTUP

Berdasarkan hasil analisis dan
pembahasan pada bab sebelumnya, maka
diperoleh beberapa simpulan berikut. (1)
Pelabelan-k total tak teratur sisi dapat diberikan
pada graf amalgamasi subdivisi graf dovetail
dengan titik pendan dan graf sikel, dengan
aturan pelabelan seperti disajikan pada teorema
3.1. (2) Nilai ketakteraturan sisi total dari graf
amalgamasi subdivisi graf dovetail dengan titik
pendan dan graf sikel, untuk suatu bilangan

bulat positif n>2, adalah tes((SD}, x) *
(Csn-3,2)) = [9n3_3]~
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