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Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji mengenai persamaan panas pada Heat
Exchanger dalam koodinat silinder R® . Selanjutnya persamaan panas tersebut
diselesaikan menggunakan Transformasi Fourier dengan kaidah invers dan
konvolusi. Penyelesaian dilakukan dengan meninjau perpindahan panas pada Heat
Exchanger secara radial dan aksial. Penyelesaian tersebut menghasilkan suatu
persamaan solusi yang kemudian disederhanakan menjadi bentuk suatu fungsi eror
untuk disimulasikan. Selanjutnya simulasi dilakukan dengan beberapa asumsi yakni
(a) jenis pipa yang digunakan memiliki nilai koefisien difusivitas termal (K) yang
berbeda, (b) suhu awal pemanasan 50°C, dan (c) pemanasan dilakukan pada tiga
waktu berbeda yakni saat t = 300,t = 600 dan t = 900. Simulasi tersebut kemudian
divisualisasikan dengan menggunakan MATLABR2018a. Adapun hasil yang
diperoleh yakni (a) persamaan solusi perpindahan panas pada Heat Exchanger
merupakan suatu fungsi simetris, (b) pipa Heat Exchanger dengan nilai koefisien
difusivitas termal terbesar memiliki perpindahan panas yang terjadi lebih cepat, dan
(c) perpindahan panas pada saat t = 900 lebih cepat dibanding saat t = 600 ,
perpindahan panas pada saat t = 600 lebih cepat dibanding saat t = 300.

Abstract

This study aims to explain the heat equation in the Heat Exchanger in R® cylinder
coordinates. Then the heat equation was solved using Fourier transform with inverse
and convolution rules. The solution is done by reviewing the heat transfer on the
Heat Exchanger radially and axially. It produces a solution equation which is then
simplified into the form of an error function to be simulated. Furthermore, the
simulation is carried out with several assumptions, namely (a) the type of pipe used
has a different coefficient of thermal diffusivity (K), (b) the initial heating temperature
is 50 °C, and (c) heating is carried out at three different times ie when t = 300, t = 600
and t = 900. The simulation is then visualized using MATLABR2018a. The results
obtained are (a) the equation of the heat transfer solution at the Heat Exchanger is a
symmetrical function, (b) the Heat Exchanger pipe with the largest thermal diffusivity
coefficient has a faster heat transfer, and (c) the heat transfer at t = 900 faster than t =
600, heat transfer when t = 600 is faster than t = 300.
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PENDAHULUAN

Matematika merupakan cabang ilmu
yang dapat dikembangkan dalam cabang ilmu
yang lain. Hal ini didukung dengan adanya
ekspresi matematika yang menyediakan bahasa
secara umum, sehingga dapat digunakan oleh
cabang ilmu lain untuk berkomunikasi secara
efektif (Russel, Robinson & Wagner, 2008).
Matematika merupakan salah satu sarana yang
diperlukan  untuk  menyelesaikan  suatu
permasalahan kehidupan sehari-hari (Rahayu,
Waluya & Wuryanto, 2012). Adapun salah
satu metode atau kajian matematika yang

konsepnya  banyak  diterapkan  dalam
menyelesaikan ~ permasalahan  sehari-hari
adalah persamaan differensial (Rahayu,

Waluya & Wuryanto, 2012). Dalam hal ini,
teori modern tentang analisis dan persamaan
differesial secara umum mencakup
transformasi fourier, deret fourier, operator
integral dan lain sebagainya (Serov, 2017).

Persamaan differensial adalah persamaan
yang memuat derivatif dari satu atau lebih
variabel terikat yang terkait pada satu atau
lebih variabel bebas (Zill & Cullen, 2009).
Persamaan differensial dalam bidang sains dan
teknologi menyatakan hubungan deterministik
yang melibatkan besaran yang berubah secara
kontinu yang dimodelkan oleh suatu fungsi dan
laju  perubahannya  dinyatakan  sebagai
derivatifnya (Rahayu, Waluya & Wuryanto,
2012). Salah satu permasalahan yang dapat
diselesaikan menggunakan konsep persamaan
differensial adalah perpindahan panas atau
Heat Transfer (Holman, 2010). Perpindahan
panas dituliskan dalam suatu persamaan panas
yang mampu menjelaskan permasalahan fisika
berupa perambatan partikel dan energi
(Maghfur & Kusumastuti, 2017). Adapun
persamaan  differensial yang mendasari
peristiwa perpindahan panas adalah persamaan
differensial parsial (Strauss, 2008). Persamaan
differensial parsial memuat derivatif parsial
dengan dua atau lebih variabel bebas (Chasnov,
2016).

Panas merupakan peristiwa perpindahan
energi yang terjadi akibat adanya perbedaan
suhu (Tipller & Mosca, 2008). Laju
perpindahan energi yang terjadi dalam
peristiwa tersebut disebut sebagai perpindahan
panas (Holman, 2010). Perpindahan panas
dapat diketahui salah satunya pada Heat
Exchanger.

Penelitian terkait permasalahan tentang
perpindahan panas telah dilakukan oleh
Rahayu, Waluya & Wuryanto (2012), Dita &
Widodo (2013), Riza & Popescu (2014),
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Choerunnisa & Suhardiyanto (2015). Penelitian
terkait metode Transformasi Fourier telah
dilakukan oleh Maghfur & Kusumastuti (2017).
Kemudian penelitian terkait dengan Heat
Exchanger telah dilakukan oleh Agung &
Arsana (2013), Egidi, Giacomini & Maponi
(2018), Wang et al, (2018), Akyurek, Gelis,
Sahin & Manay (2018).

METODE
Penelitian ini merupakan suatu studi
literatur dimana penulis mengkaji dan

memodifikasi penelitian yang telah dilakukan
oleh Rahayu, Waluya & Wuryanto (2012),
Dita & Widodo (2013) dan Maghfur &
Kusumastuti (2017). Rahayu, Waluya &
Wuryanto (2012) menganalisis dan
memodelkan perpindahan panas pada mesin
pengering padi  menggunakan  metode
Pemisahan Variabel. Dalam penelitian tersebut,
objek yang digunakan adalah ruang pengering
dari mesin pengering padi yang berbentuk
silinder. Dita & Widodo (2013) menganalisis
karakteristik aliran panas pada logam
penghantar listrik. Dalam penelitian tersebut,
aliran panas dianalisis menggunakan metode
transformasi ~ Laplace  yang  kemudian
visualisasinya dilakukan dengan bantuan
MATLAB. Maghfur & Kusumastuti (2017)
menganalisis dan memodelkan masalah
perpindahan panas pada suatu kabel panjang.
Dalam penelitian tersebut panjang kabel
diasumsikan mendekati tak hingga, sehingga
model matematika untuk  perpindahan
panasnya dikembangkan dari persamaan panas
pada kasus domain tak hingga. Kemudian
persamaan diselesaikan menggunakan metode
transformasi fourier. Hasil dari penelitian
tersebut diperoleh suatu model penyelesaian
persamaan difusi panas untuk suatu kabel
panjang.

Peneltian ini mengkaji permasalahan yang
terkait pada bentuk umum dan penyelesaian
persamaan panas menggunakan metode
Transformasi Fourier. Kemudian persamaan
panas tersebut diimplementasikan pada suatu
Heat Exchanger yang memiliki tipe Double-pipe
atau pipa ganda seperti ditunjukkan pada
Gambar 1 berikut.

T
'

Gambar 1. Heat Exchanger tipe Double-Pipe
(Sumber: Russel, Robinson & Wagner, 2008)
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Persamaan panas yang dikaji yakni
persamaan panas dimensi tiga dalam koodinat
silinder. Selanjutnya solusi persamaan panas
yang diperoleh disimulasikan menggunakan

program MATLABR2018a. MATLAB
merupakan bahasa pemrograman generasi
keempat yang mampu  menyelesaikan

permasalahan berkaitan dengan vektor dan
matriks secara sederhana (Irawan, 2012).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bentuk Umum Persamaan Panas

Dipunyai penampang balok sebagai
penampang koordinat kartesius pada R3 seperti
Gambar 2 berikut.

dz+dz
Z
I ,/qx
Z 4 dzfeeeeeee !
gy ) B Ay+dy
Gty
x-: /X/ y y+dy Y
X
7y

X+ dx

Gambar 2. Perpindahan panas pada
penampang koordinat kartesius R3

dengan

qx : Kalor yang masuk searah sumbu X
Gx+ax - Kalor yang keluar searah sumbu X
qy : Kalor yang masuk searah sumbu Y
Gy +ay - Kalor yang keluar searah sumbu Y
q, : Kalor yang masuk searah sumbu Z
qz+4z - Kalor yang keluar searah sumbu Z
Misalkan u = u(x, y, z), diketahui bahwa

1) Banyaknya panas yang masuk pada balok
dari arah X,Y dan Z

A du

x dx
— A du

qy dy
— A du

q: dz

2) Banyaknya panas yang keluar dari balok
(au) d
Ox x]

kA [dy ay(ay) y]

Ax+dx =

kA[

Qy+dy
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Qz+dz =

kA (au) d
[ 0z Z]
3) Laju perubahan panas pada balok

0Q _ du
o PV-Cop

Berdasarkan hukum pertama termodinamika
atau hukum kekekalan energi yang menyatakan
bahwa “perubahan panas sama dengan jumlah
aliran panas yang masuk dikurangi dengan
jumlah aliran panas yang keluar” , maka

M

Dengan mengoperasikan persamaan (1) dengan

2Q
at =qy+ qdy +4q; — [qx+dx + Qy+dy + qz+dz]

persamaan-persamaan yang diketahui, maka
diperoleh persamaan panas dimensi tiga
koordinat kartesius yakni sebagai berikut.
2%u  0%u  9%u ou k
Eril=5% k=5 @

Selanjutnya, dipunyai penampang pipa Heat

Exchanger pada koordinat silinder seperti
Gambear 3 berikut.
VA
Y
X

Gambar 3. Penampang pipa HE

Diketahui bahwa
r=4x%+y?
X =rcosf
y =rsinf
Tan@ = Y
X

Sehingga untuk menentukan persamaan panas
koordinat tabung ditentukan persamaan-
persamaan berikut berdasarkan kaidah turunan
parsial dan kaidah rantai.

1) du _ O0u O0x | Ju dy , du 0z
ar  ox or ay " ar dz " or
ou ou 0z
=2 —(rc056)+— —(r51n9)+— P

'U. . 'LL
= cosf@— +sinf —
ox ay

ou ou 0x
7)) B
) a6 dx 060 o

ou 0z

az " 96

ou 6y
dy " a6
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du 0 du 0 . ou 0z
—E.%(TCOSG)+@.£(rsm9)+£.£

. ou ou
= —rsinf —+rcosf —
ox dy

d (ou a Ju . ou
—(—)=—|cos8—+sinf —
3) or (ar) or [ ox + ay.

=%(COS€6—Z) +%(sin96—u)

F) F} dy
2 20 0%
= cos 96 -+ sin 9;
d (ou a . ou ou
4 —(—) = —[—rsm@— rcose—]
) FYACL) a0 ax + ay
a . ou a ou
=—r— 51n9—) r—(cos@—)
a0 ( ax + a0 ay
= 2 4 125020 ou +1r2cos?6 ou
- ar dx2 dy?
d [ou d (ou 9%u
2 — 22 2
re—(— — (=) =1r°|cos“0—
5) or (ar) + a0 (69) [ dx2 +
. 9%u ou . 9%u
2 2 2
sin 9—] [—r— r<sin“0 —
dy?2 + or + 0x2 +
9%u
2 2
r<cos-0 —]
dy?
9%u 9%u 1 9%u 10u 9%u
Gt amtiats O
ax%  9y? r296% ror or?
Dengan mensubstitusi persamaan (3) ke
persamaan (1) diperoleh
[ 1 0%u 19u = 9%u Bzu] __Ou (4)
2902 ' ror or2 @ 9z2] ot

Selanjutnya, persamaan (4) disebut sebagai
persamaan panas dimensi tiga pada koordinat
silinder.

Dalam hal ini, oleh sebab perpindahan
panas pada pipa simetris maka tidak
bergantung pada besarnya sudut yakni 6
(Haberman, 2013). Dengan kata lain variabel 8
dapat diabaikan. Hal tersebut berakibat bahwa
2%u
202
pada koordinat silinder dapat dituliskan sebagai
berikut.

Z—Z = Odan = 0. Sehingga, persamaan panas

10u 2%u 2%u Ju
k| |-

cor T toal = ©)

Penyelesaian Persamaan Panas
Kasus 1

Perpindahan panas pada Heat Exchanger
dipandang secara radial dengan nilai z yang
telah ditentukan (biasanya z = 0). Dalam hal
ini, perpindahan panas tidak bergantung pada
a%u
ﬁ =

panas (5) dapat dituliskan sebagai berikut.

z , sehingga 0. Akibatnya persamaan

80

10u

K[t =2

a2l =% ©)

Perubahan suhu yang terjadi dalam kasus
ini terpusat pada titik pusat pipa yakni pada
. ou 2%u .
r = 0. Sehingga > = O0dan -==0, akibatnya
10u _ 2%u
ror  orz °
panas yang lebih sederhana sebagai berikut.

Sehingga diperoleh persamaan

10u %u ou
K [__ _] T
ror = or? at
%u ou
=2k [Ty =2
ar2 at (7)

Kemudian, dilakukan transformasi fourier pada
persamaan (7) diperoleh

) UQt) = %f_wwu(r, t) e~#rdr
2 f[guen]= U@

3) f [ZZ—Z‘] = —p2U(u, t)

Berakibat
0%u _Ou
2K [33] =5
= —2KiPU(w ) = S UMD ®)
Selanjutnya, persamaan (8) diselesaikan

menggunakan kaidah invers dan konvolusi
sehingga diperoleh solusi secara berturut-turut
sebagai berikut.

1 [[7 . .
U(T,t)=m f[ff(r) e‘””dr] e 2Kt giuT gy
Dan

© 1

_r=»?
u(r,t) = f_oo zme skt f(y)dy.

. _r=y .
Misalkan w = N maka diperoleh
1) y=r—-2wV2Kt
dw 1
2) dy  2v2Re
1
 dw =- 22Kt dy
1
S Rt —dw
2 _ ('Y N2
_ r-y?
8Kt
Berakibat

o) 1

_r=»?
u(r,t) = f_w zme skt f(y)dy
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r—

1 _T»? 1
\/_Ee 8Kt f(}})zmdy

==
=—=[7.fOe ™ do.

Selanjutnya diberikan suatu kondisi awal

(T, Nn<ysn
f&) = {O, untuk y yang lain
Jika y = r — 2wV2Kt, maka
r-no_ w< r—n
2\/21{ 2V2Kt
Berakibat
=71
_ _ 1 r2vzke —w?
u(r,t) = \/E er_z tTe dw

2V2Kt 2V2Kt
T
s u(rt) = _ﬁ f e’ dw — f e dw
0

0

Selanjutnya, berdasarkan definisi fungsi
eror diperoleh

u(r,t) = —

l<ﬁerf[r_r1

Vr 2V2Kt
Ve o [r—n,
- erf[
2V2Kt
_ _Z | =7y
=—3 (erf [_zm erf[z\/m ) ©)
Dengan
N = ;R; w?
erf[zm \/_fre dw , dan
T2 = 2’ ;’2( ‘“2
erf [ZW \/_f Ve duw
Kasus 2

Perpindahan panas pada Heat Exchanger
dipandang secara aksial sepanjang pipa heat
exchanger. Dalam hal ini, perpindahan panas

tidak bergantung pada r, sehingga a_u =0 dan

Z 1; = 0. Akibatnya persamaan panas (5) dapat

dituliskan sebagai berikut.

K[ =% (10)

Kemudian dilakukan transformasi fourier pada
persamaan (10) diperoleh

) Uyt = if_ww u(z,t) e "?dz
) flEu@n|=2u.0
3 FIEE]=—rven
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Berakibat
22 = 2
az2] — at
a
© —Ky*U@y,t) = U, D) (11)
Selanjutnya, persamaan (11) diselesaikan

menggunakan kaidah invers dan konvolusi
sehingga diperoleh solusi secara berturut-turut
sebagai berikut.
1 [ —iyz —Ky t Lyz
u(z,t) = P f ff(z)e dz|e dz

—oo L—oo

Dan

u(z,t) = [7, e W f()dy

Misalkan ¢ = N;K_t, maka diperoleh

1) y=z-2¢VKt

cl(p__ 1
2) dy 2Kt

eSdp=-—

1
ok
oL

2VKt

2 _ (Z27YN2
3)(p_2\/ﬁ

= —d(p

_ r-y)?
4Kt *

Berakibat
1 _Z=y)~ _Y)z
uzt) = [ s==e e f(y)dy

=/,

1 @ 1
\/_Ee 4kt f(y)zmdy

— =0 fe " do.

Selanjutnya diberikan suatu kondisi awal

(T, z1 <y <1z
f&) = {O, untuk y yang lain
Jika y = z — 2¢pVKt, maka
zZ— 7, z—2z
<@ <
2VKt 2VKt
Berakibat
z— 21
u(z,t) = — fz oA ‘Te~%" do

z-21

s u(zt) = —J%(fozme“”z do —

z-2

Jpeees? d90>
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Selanjutnya, berdasarkan definisi fungsi
eror diperoleh

u(z,t):——( f[z a) _ V= [ )
L (et (R et 22)

Dengan

erf[z al= f”_e 9* de , dan

erf[z s f”_e *% do

SIMULASI

Simulasi dilakukan dengan menerapkan
solusi persamaan panas yang telah diperoleh
terhadap beberapa jenis bahan pipa Heat
Exchanger yang digunakan. Adapun koefisien
konduktifitas termal dari masing-masing jenis
bahan pipa diperlihatkan pada tabel 1 berikut

Kasus 1

Simulasi dilakukan untuk mengetahui
perpindahan panas pada pipa Heat Exchanger
secara radial. Dalam kasus ini, perpindahan
panas yang disimulasikan ditinjau pada jari-jari
(r) pipa dengan asumsi berikut.

1) u(r,0) =50°C
2) 0<r<2
3) t=300,t =600,t=900

Adapun persamaan solusi yang telah diperoleh
ditunjukkan sebagai berikut.

T =T,
) = 5 (ert ] - ert )
2vV2Kt 2V2Kt
Dengan menerapkan persamaan solusi tersebut
diperoleh hasil simulasi seperti ditunjukkan
dalam Gambar 4 berikut.

Tabel 1. Koefisien Konduktifitas Termal

Jenis k p ¢
. (W/M (Kg/ (J/Kg K
ogam °C) m’) °C)
Baja 43 7850 450 1'2110_5
Temba 305 g9p9 300 L1 |
ga X 10
Albmu o0 o050 999 27
nium X 107°
. 2,3
Besi 73 7900 450 70
00000000606 99 pefplndahanpanasﬁaaﬂ=300 D WQQQSQOGGJ
e =N Wy o7 .y ——bem
Al ’\Q \ W o -y
\ v“ / / »— baja
10 "4\ LT ¢ )
A\l ‘/.
15| 1 [
\ |
25 P
S 30 /
|/
& & P
40 b \b j/ ‘f“
“\ \\ /
45 “‘. R ) ""‘
\"\\ [
50 v\‘ -0 56-4-0-0-83 007
55 1 L 1 L 1 J
2 A 0 1 2 3 4

Gambar 4 (a). Perpindahan panas pada 0 < r < 2 saatt = 300
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perpindahan panas saat t = 600

0009
#—besi

~—&— alumunium
* " lembaga

—&— baja

u(rt)

Gambar 4 (b). Perpindahan panas pada 0 < r < 2 saatt = 600

perpindahan panas saat t = 900

09-@ @0 009 /9—0—0"0 L_3-8-0-0-000
’ o sumurium
S * tembaga
10|
-5
20
=25
= 30 -
|
40 -
45~
-50 -
55 1 1 I 1 1 J
2 1 0 1 2 3 4
Gambar 4 (c). Perpindahan panas pada 0 < r < 2 saat t = 900
Kasus 2 Adapun persamaan solusi yang telah diperoleh
Simulasi dilakukan untuk mengetahui ditunjukkan sebagai berikut.
perpindahan panas pada pipa Heat Exchanger
secara aksial. Dalam kasus ini, perpindahan T ¢ zZ—7 , zZ— 7,
panas yang disimulasikan ditinjau pada u(z,t) = - 2 (er [Zm —er [zm )
panjang (z) pipa dengan asumsi berikut.
1) u(z0) = 50°C D_engan mener_apk_an persamaan _solqsi tgrsebut
diperoleh hasil simulasi seperti ditunjukkan
2) 0<z<2 dalam Gambar 5 berikut.

3) t=300,t=600,t=900
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-0-9-0-9-0909

—#—besi

—&— alumunium
.

—&— baja

u(zt)

1 1 1 1 1 J
-1 0 1 2 3 4

-55
2

Gambar 5 (a). Perpindahan panas pada 0 < z < 2 saat ¢ = 300

- 00000 0a erpincanie pensssRetEn e 00 o000 0000e
% besl
~—&— alumunium
S5 +— tembaga
[—o—baa |
-10 -
A5
20 -
25
g
El
-30 -
=35 —
-40 -
45
50 -
55 1 1 1 1 1 J
1 0 1 2 3 4
z
Gambar 5 (b). Perpindahan panas pada 0 < z < 2 saat t = 600
e perpindahan panas saat t = 900
sk
10
A5
20
_ 25
5
=i

Gambar 5 (c). Perpindahan panas pada 0 < z < 2 saat t = 900
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PENUTUP
Persamaan panas pada R3® koordinat
kartesius akni K [az_u Ou | 0%l _ ou
Ui ¥y ax2 ' ay? ' a8zzl T ar

dijabarkan untuk memperoleh persamaan
panas Heat Exchanger pada R3dalam koordinat
silinder. Dari hasil penjabaran tersebut
diperoleh persamaan panas Heat Exchanger
pada R3dalam koordinat silinder yakni

_—t 4 —— | =—
ror O0r?

X 1 62u+
= ¥rg

10u 09%u 0%u _ou
0z2 ot

dengan

K merupakaan koefisien konduktifitas,

r merupakan jari-jari pipa Heat Exchanger,
r>00<86<2m,

z merupakan panjang pipa Heat Exchanger,
z>0.

Selanjutnya perpindahan panas pada Heat
Exchanger ditinjau dalam dua kasus. Kasus
yang pertama perpindahan panas ditinjau dari
titik pusat menuju dinding pipa sepanjang jari-
jari pipa. Dengan kata lain, dalam kasus ini
persamaan panas hanya bergantung pada r.
Sehingga diperoleh persamaan panas sebagai

berikut.
X 0%u _Ou
arz| ~ at

Kemudian, kasus yang kedua yakni
perpindahan panas ditinjau dari aliran panas
sepanjang pipa. Dengan kata lain, dalam kasus
ini persamaan panas hanya bergantung pada z.
Sehingga diperoleh persamaan panas sebagai

berikut.
de= N

Penyelesaian persamaan panas pada Heat
Exchanger dilakukan menggunakan metode
Transformasi Fourier. Oleh sebab persamaan
panas tersebut ditinjau dalam dua kasus, maka
diperoleh dua penyelesaian.

a. Solusi untuk kasus 1

u(r,t) = —Z( [zm [N_m)

b. Solusis untuk kasus 2

(2t) = T ( f[z -z )
u(z,
2x/_ 2VKt

Pipa Heat Exchanger dengan nilai koefisien
konduksi termal terbesar memiliki perpindahan
panas yang terjadi lebih cepat. Selain itu,
perpindahan panas yang terjadi semakin lama
menjadi semakin cepat. Hal ini ditunjukkan
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oleh perpindahan panas pada saat t = 900 lebih
cepat dibanding saat t =600 dan t =300 .
Permasalahan yang dibahas pada penelitian ini
masih terbatas pada satu tipe Heat Exchanger
dan penerapan solusi persamaan panas yang
dikaji hanya pada kondisi awal berupa fungsi
konstan. Sehingga, untuk penelitian
selanjutnya dapat memperluas kajian pada
penerapan solusi persamaan panas dengan
kondisi awal berupa fungsi yang lain. Selain
itu, penelitian selanjutnya dapat menerapkan
persamaan dimensi tiga pada objek yang lain.
Kemudian penyelesaian solusi persamaan
panas menggunakan Transformasi Fourier
dilakukan pada R3 secara langsung.
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