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Abstrak

Diketahui sebuah graf G dengan himpunan titik IV (G) tak kosong dan himpunan sisi
E(G). Suatu pelabelan A:V UE — {1,2, ..., k} dikatakan pelabelan-k total tak
teratur sisi, jika setiap dua sisi berbeda x;x, dany;y, di E memenuhi wt(x;x,) #
wt(y;1Y,)- Bobot dari sisi e pada pelabelan total A adalah wt(xy) = A(x) +
A(xy) + A(y) . Nilai ketakteraturan sisi total (¢otal edge irregularity strength) graf
G, yang dinotasikan dengan tes(G) adalah label terbesar minimum yang digunakan
untuk melabeli graf G dengan pelabelan total tak teratur sisi. Pada artikel ini, penulis
menyelidiki nilai ketakteraturan sisi total pada graf rantai hendecagon C(Hd, ) dan

graf rantai hendecagon dengan satu sisi pendant C(Hd}). Hasil dari penelitian ini
adalah tes (C(Hd,)) = [%] dan tes (C(Hd})) = [%]

Abstract

Given a graph G with a non-empty set of vertices V(G) and a set of edges E(G). A
labellingA:V UE - {1,2, ..., k} is called an edge irregular total labelling, if every two
different edges x,x, andy,y, on E(G) have wt(x;x,) # wt(y,y,). Weight of e in
total labelling A is wt(xy) = A(x) + A(xy) + A(y). The total edge irregularity
strength of graph G, denoted by tes(G) is the minimum biggest label used to label of
graph G with the edge irregular total labelling. In this paper, authors investigate the
total edge irregularity strength of hendecagon chain graph C(Hd,.), and hendecagon

chain graph with one pendant edges C(Hd}). The results of this research are
tes (C(Hd,)) = [%]andtes (C(HAY)) = [%]
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PENDAHULUAN

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh
Leonhard Euler pada tahun 1736 ketika mencoba
membuktikan kemungkinan untuk melewati
empat daerah ynng terhubung dengan tujuh
jembatan di atas sungai Pregel di Konigsberg,
Rusia dalam sekali waktu. Pembuktian Euler
tersebut ditulis dalam karya tulisnya yang
berjudul Solutio problematis ad geometriam situs
pertinensi. Masalah jembatan Konigsberg
tersebut dapat dinyatakan dengan istilah graf
dalam menentukan keempat daerah itu sebagat
titik (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai sisi
(edge) vang menghubungkan pasangan titik yang
sesuai (Sutarno dkk, 2003).

Menurut Wallis (2001), pelabelan pada
suatu graf adalah pemetaan yang memasangkan
unsur-unsur graf (titik/sisi) dengan bilangan
bulat positif atau bilangan bulat non negatif
(Wallis, 2001).

Baca, dkk (2007) memperkenalkan tipe
pelabelan yang dinamakan pelabelan total tak
teratur, yang mempunyai tiga jenis yaitu
pelabelan total tak regular sisi (edge irregular
total k-labeling), pelabelan total tak regular titik
(vertex irregular total k-labeling) dan pelabelan
tak teratur total (totally irregular total k-
labeling). Pelabelan A:VUE - {1,2,...,k}
dikatakan pelabelan- k total tak teratur sisi di G,
jika setiap dua sisi berbeda x;x, dan y;y, di E
memenuhi wt(x;x,) # wt(y,y,) dengan
wt(xy) = A(x) + A(xy) + A(y).

Nilai ketakteraturan titik total dari graf G yaitu
label terbesar minimum yang digunakan untuk
melabeli graf G dengan pelabelan total tak teratur
sisi, yang dinotasikan dengan tes(G) (Baca dKkk,
2007).

Pelabelan total tak teratur sisi sudah banyak
diteliti oleh para ilmuwan sebelumnya yang tulis
di buku Gallian (2011). Diantaranya Ivanco dan
Jendrol (2006) yang meneliti tentang nilai
ketakteraturan sisi total graf pohon. Nurdin,
Baskoro, M, & Gaos (2010) yang meneliti tentang
nilai ketakteraturan titik total graf pohon.
Marzuki, dkk (2013) yang meneliti tentang nilai
ketakteraturan total graf sikel dan graf path.
Indriati, dkk (2015) yang meneliti tentang nilai
ketakteraturan sisi total graf web dan graf-graf
terkait. Arockiamary (2016) yang meneliti
tentang nilai kekuatan tak reguler sisi total (tes)
pada graf Diamond Snake dan Dove (graf rantai
segi empat). Rosyida, Widodo, & Indriati (2018)
yang meneliti tentang nilai ketakteraturan graf
caterpillar dengan dua titik pendan. Fauziah
(2017) yang meneliti tentang gabungan dari

20

beberapa blok graf siklus dan membentuk suatu
barisan graf lingkaran disebut sebagai graf rantai
siklus CC,,. Rosyida, dkk (2019) yang meneliti
tentang nilai kekuatan ketakteraturan sisi total
pada graf rantai kaktus dengan sisi pendant.
Teorema 1.1

Jika G(V,E) adalah suatu graf dengan
himpunan titik tak kosong V(G) dan himpunan
sisi E(G), maka

(Baca dkk, 2007)

Titik v € V(G) adalah titik potong (cut-
vertex) dari graf G jika graf G — v graf yang tidak
terhubung (Fauziah, 2017).

Blok pada graf ¢ = (V, E) adalah maksimal
subgraf yang terhubung H <€ G,sedemikian
sehingga H tidak memiliki titik potong (cut-
vertex), sehingga dapat dikatakan bahwa sebuah
blok merupakan subgraf yang memiliki anggota
himpunan sisi sebanyak mungkin dan tidak
memiliki titik potong (cutvertex).

Blok dapat berupa K, maupun graf yang
mengandung graf siklus. Sebagai contoh semua
blok pada graf pohon merupakan K2 (Fauziah,
2017).

Jika G = (V, E) adalah graf, maka graf block
cut-vertex dari graf G adalah graf bipartit
sederhana dengan bipartisi (A,B) dimana A
adalah himpunan cutvertex di G dan B adalah
himpunan blok di G. berdasarkan definisi
tersebut maka Block cut-vertex dari suatu graf G
adalah graf H yang titik-titiknya adalah blok dan
titik potong dari G, dimana dua titik bertetangga
di H jika dan hanya jika satu titik berupa titik
potong (di G) dan titik lainnya adalah blok (di G)
yang memuat titik potong tersebut (Barefoot,
2002).

Gambar 1 merupakan contoh graf dengan block
cut-vertex berupa graf lintasan..
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Gambar 1. Graf dengan blok-cut vertexberupa
graf lintasan

Definisi 1.1

Graf rantai didefinisikan sebagai graf yang
terdiri dari blok-blok B,,B,,Bs,...,Bi, k =2,
sehingga untuk setiap {,1<i<k—1, B; dan
B;,, beririsan pada tepat satu titik pemotong
sehingga block cut vertex grafnya adalah graf
lintasan (Barrientos, 2002).

Pada Gambar 1 menujukkan Graf G adalah
sebuah graf rantai yang terdiri dari tiga blok graf
cycle yaitu 4, B dan € yang dihubungkan oleh dua
buah titik pemotong yaitu v, dan v, serta Graf H
adalah block-cut vertex dari Graf G yang
membentuk sebuah graf lintasan.

Definisi 1.2

Graf rantai Hendecagon (segi sebelas)
dinotasikan dengan C(Hd,) merupakan graf
rantai yang terdiri dari r blok graf cycle C;.

Gambar 2 merupakan graf rantai Hendecagon
C(Hd3).

Gambar 2. Graf rantai Hendecagon C(Hdy)

Definisi 1.3

Graf rantai Hendecagon (segi sebelas)
dengan satu sisi pendant dinotasikan dengan
C(Hd}) merupakan graf rantai yang terdiri dari r
blok graf cycle C,;, dengan satu sisi pendant.
Himpunan titik pada C(Hd}) sebagai berikut:
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V(Cll) = {ai; aiv1, by ¢ dy, fiy 9o iy B Js kl}
Himpunan titik pendant V' ={d,’,d,’, ..., d,'}
dan setiap d;' dihubungkan ke titik d; untuk
setiap i =1,2,3,...,71.

Gambar 3. Graf rantai hendecagon dengan dua
sisi pendant C(Hd})

Pada penelitian ini akan dibahas pelabelan
total tak teratur sisi pada graf rantai segi
sebelas/hendecagon C(Hd,) dan graf rantai
hendecagon dengan satu sisi pendant C(Hd}).

METODE

Metode yang digunakan dalam penulisan
skripsi ini adalah studi literatur, dengan cara
mengumpulkan referensi yang dapat mendukung
pembahasan.

Oleh karena itu, untuk mencapai tujuan
penulisan, diambil langkah-langkah sebagai
berikut:

. Graf rantai hendecagon C(Hd,) dan graf
rantai hendecagon dengan satu sisi pendant
C(HdY)

1. Menyajikan konsep dasar graf rantai
hendecagon C(Hd,) dan graf rantai
hendecagon dengan satu sisi pendant
C(HdY)

2. Menentukan batas bawah berdasarkan
teorema :

Untuk sebarang graf G =
(V (G),E(Q)), yaitu sebagai berikut:

tes(C(Hd,)) = [m - 2]

tes(C(HdL)) > [m - 2]

3. Memeriksa batas atas dengan
mengonstruksi pelabelan total tak
teratursisi f: V(G) U E(G) -

{1,2,...,k} dengan k = batas bawah

pada 1).

a. Simulasi pelabelan total dimulai
dari graf yang sederhana sampai
diperoleh pola pelabelan yang
tetap.
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b. Menentukan batas tes untuk
setiap simulasi pelabelan.
c. Mengkonstruksi formula untuk
label titik, label sisi dan bobot sisi.
4. Menentukan nilai eksak tes diperoleh
yang memenubhi jika
k < tes(C(Hd,)) < k.

HASIL DAN PEM Konsep graf rantai
Hendecagon C(Hd,) disajikan pada Definisi 1.2,
konsep graf rantai Hendecagon dengan satu sisi
pendant C(Hd}) disajikan pada Definisi 1.3

1. Graf Rantai Heptagon C(Hd,.)

Hasil tes dari graf rantai Hendecagon
C(Hd,) diberikan pada Teorema 1.2.
Teorema 1.2
Misalkan C(Hd,),r = 1 graf rantai Hendecagon,
maka

11r+2
tes (C(Hd,)) = [ 3 ]
Bukti. Berdasarkan batas bawah pada Teorema
1.1, diperoleh batas bawah

tes C(Hd,) > [lE(C(H:T))HZ] _ [11?2]’

untukr > 1,
Diketahui graf rantai HendecagonC (Hd,) dengan
v(CHA,)) = {ay, aisq, by civ dy, fir Gio b i i 1}
E(C(Hd,)) = {a;by,bic;, c;di, difi, figir GiGisas
aip1hy hiji ik, kil a;li}

untuki =1,2,3,..,r

Akan dibuktikan batas atas tes (C(Hd,)) <
[|E(C(Hd,~))|+2] _ [11r+2]

3 B

pelabelan—k total

{1,2,3,...,k} dengan k = [

dengan  mengkonstruksi
AVUE —

] sebagai berikut:

tak teratur sisi
11r+2

3

Kasus 1
r=1mod3,Vr>1
i=1mod3,Vi>1

A1) =2 (11i - 5)

Map) = (11 +1)

AGik) = (110 — 2)
Alk;1) = 2(111' -5)
Aa;l) = (11i - 5)

Kasus 2
r=2mod3,Vr =2
i=2mod3,Vi=2

Pelabelan titik:

Ab) = 3(11i = 7)
Ac) = %(111' -7
Ad) = (11i - 4)
Af) =3 (11i- 1)

Aa) =5 (110 - 10)

Pelabelan sisi:

Alazby) == (11i = 7)
Abie) = (11i = 7)
Acidy) =5 (110 — 4)
Adify) =5 (11 = 4)
Afig) =311i-1)

Pelabelan titik:

Aa) =5 (11i - 8)
Alb) = (11i - 8)
Ac) =5 (11i - 5)
A(dy) =5 (11i - 5)
Af) =5 (11i—2)
Ag) =5 (11i + 1)
A(hy) =5 (110 + 1)
AG) =311 - 2)
Ak) =5 (110 —2)

Pelabelan sisi:

Aazh) = (11i - 8)
Albic) == (11i - 8)
Ac;dy) = (11i - 5)
Adif) = ;(11i - 2)
Afig) = ;(11i - 2)

A(giais) =5 A1+ 1)
Aagah) =2 (11i+4)

Alhyj) = 2 (11i+1)
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Ag) =5 (11— 1)
A(Rh) = §(11i +2)
AG) = (110 = 1)
Aky) = (11i— 4)
) = §(11i —4)
Aa;yy) =5 (110 +2)

Agiais1) =5 (11i +2)
Aa41h) =5 (110 +2)
Ahij) =5 (11i = 1)
AGik) = (110 = 1)
Akl =5 (110 — 4)
Aal) =5 (11— 4)

Kasus 3

r=0mod3,Vr >3

i=0mod3,Vi=>3
Pelabelan titik:
Aa;) =3 (11i - 9)
A(b;) = 3 (11i — 6)
Ae) =3 (11i - 6)
A(d) = (11i - 3)
AF) =3 (11i - 3)
Agy) =5 (1)
Alhy) = 5 (110)
AG) =5 (110)
Ak;) = (11i — 3)
A1) =5 (110 - 3)
A1) =3 (11 +3)

Pelabelan sisi:

Alaib;) = 3 (11i - 9)
Albic;) =3 (11i - 9)
Ac;dy) =5 (11i - 6)
Af(dify) =3 (11i - 3)
Af(figi) =3 (110)
Agiaisy) = ;(110)
Aaihy) =5 (110 +3)
Alhijp) = 5 (110)
AGik) =5 (110 = 3)
Alkil) =5 (11i - 6)
Aaly) =5 (11i - 6)

Karena label titik dan sisi yang diperoleh kurang

dari sama dengan k = [11;—”], maka pelabelan 1 adalah

pelabelan—k total. Kemudian ditunjukkan setiap sisi
graf rantai Hendecagon C(Hd,) mempunyai bobot
yang berbeda sebagai berikut:
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Bobot Vi=
L2,,..,r
w(a;b;) =11i — 8
w(b;c;)) =11i -7
w(cd) =11i -5
w(d;f) =11i -3
w(fig) =11i—1
w(giair) = 11i +1
Oleh karena A merupakan pelabelan—k total
dan untuk setiap dua sisi berbeda, bobot sisinya
juga berbeda, artinya A merupakan pelabelan—k
total tak teratur sisi dengan label terbesarnya

adalah k= “;”]. Jadi, terbukti bahwa

tes (C(Hdr)) = [11;+2], untuk r > 1.

Bukti. Berdasarkan batas bawah pada Teorema

1.1, diperoleh batas bawah

|[E(c(HdD)| + zl B [127‘ + 2]
3 3

sisi,
w(a; ;b)) =11i+2
w(hyj;) = (110)
w(k;) =11i -2
w(k;l;)) =11i— 4
w(aq;l;) =11i—6

tes (C(HdY)) =

untukr > 1
Diketahui graf rantai Hendecagon dengan satu
sisi pendant C(Hd}) dengan
V(C(HAY) = {ay, a1, bi ciy diy di, fi gio b i iy 1
E(C(Hd‘,l«)) = {aibi,bici,cidi,dl’fl’,dl’dl’,;
fi90 9i%i11, Qi hi b ik, kil agli}

untuki=1,2,3,..,r.
Akan dibuktikan batas atas tes (C(Hd})) <
[|E(C(Hd}))|+2] _ [12r+2

3 3

] dengan mengkonstruksi
pelabelan—k total tak teratur sisi iV UE —
{1,2,3, .., k} dengan k = [*22

] sebagai berikut:

Pelabelan titik, Pelabelan sisi,
vVi=1,23,..,r1 vVi=1,23,..,1r
l(ai) =4i—-3 l(aibi) =4i—-3
/‘I(Ci) =4i—-2 A(Cidi) =4i—-2
A(d) =4i—1 A(dif;) = 4i
A(f) = 4 A(figi) = 4
Majq) =4i+1 Agiaip) =4i+1
A(gy) = 4i Aag1hy) = 4i
A(hy) = 4i Alhijy) = 4i
AG) =4i—1 AGik) = 4i—1
AMk)=4i—-1 Akil) =4i—2
A) =4i—2 Ala;l;) =4i—2

Karena label titik dan sisi yang diperoleh

kurang dari sama dengan k=[12;+2], maka

pelabelan A adalah pelabelan—k total. Kemudian
ditunjukkan setiap sisi graf rantai Hendecagon

dengan satu sisi pendant C(Hd:) mempunyai
bobot yang berbeda sebagai berikut:
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Contoh pelabelan-23 total tak teratur sisi dari
graf rantai hendecagon C(Hd,) disajikan dalam
Gambar 4.

Graf Rantai Hendecagon dengan Satu Sisi Pendant
C(Hd})

Hasil tes dari graf rantai Hendecagon dengan
satu sisi pendant C(Hd!) diberikan pada
Teorema 1.3

Teorema 1.3

Misalkan C(HdL),r = 1 graf rantai Hendecagon
dengan satu sisi pendant, maka

tes (C(HD)) = [(11 + ;)r + 2] _ I12r3+ 2]

Bobotsisi,Vi=1,2,3, ...,r
w(a;b) = 12i — 9
w(b;c;)) = 12i — 8
w(cd) =12i — 6
w(d,d,") = 12i — 4
w(d,f) = 12i — 2 w(k;l;)) =12i =5
w(f;g;) = 12i w(ql) = 12i -7

w(giQisq) =120+ 2
w(ag h) = 120 + 1
w(hyj) = 12i — 1
w(ik;) = 12i — 3

Oleh karena A merupakan pelabelan—k
total dan untuk setiap dua sisi berbeda, bobot sisinya
juga berbeda, artinya A merupakan pelabelan—k
total tak teratur sisi dengan label terbesarnya adalah

k=[12;—+2]. Jadi, terbukti bahwa untuk r >1,

tes (C(Hd})) = [

Contoh pelabelan-25 total tak teratur sisi
dari graf rantai Hendecagon dengan dua sisi
pendant C(Hd}) disajikan dalam Gambar 5.

PENUTUP

Dalam penelitian ini diperoleh dua
kesimpulan, yaitu:

Nilai ketakteraturan sisi total dari graf rantai
Hendecagon C(Hd,.), nilai ketakteraturan sisi total
dari graf rantai Hendecagon dengan satu sisi
pendant C(Hd!) untuk suatu bilangan bulat

positifr > 1, dapat ditentukan sebagai berikut :

a. Nilai ketakteraturan sisi total dari graf rantai
Hendecagon C(Hd,.) adalah

tes (C(Hd,)) = [11r3+ 2]

b. Nilai ketakteraturan sisi total dari graf rantai
Hendecagon dengan satu sisi pendant C(Hd})
adalah

tes (C(Hd})) =

[(11 + ;)r + 2]
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Gambar 5. contoh pelabelan-25 total tak teratur sisi dari graf rantai Aendecagon dengan satu sisi
pendant C(Hd})

Keterangan:
- = bobot sisi
I = 1abel titik dan label sisi
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