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Matematika mempunyai peranan yang cukup besar dalam kemajuan ilmu
pengetahuan dan teknologi saat ini, baik dari segi keilmuan matematika maupun
dari segi terapannya. Dalam matematika terdapat kajian mengenai kalkulus yang
di antaranya membahas teorema L’'Hopital, integral tak wajar, fungsi gamma,
dan fungsi beta. Integral dengan batas tak hingga dapat disebut sebagai integral
tak wajar. Menyelesaikan suatu integral tak wajar dapat dilakukan dengan
mencari limit dari fungsinya. Fungsi gamma dan fungsi beta merupakan fungsi
dalam bentuk integral. Dalam artikel akan dikaji cara menyelesaikan beberapa
integral tak wajar yang integrannya memuat fungsi eksponensial dan fungsi
logaritma. Berdasarkan penelitian disimpulkan bahwa fungsi gamma dan fungsi
beta dapat digunakan untuk menyelesaikan kasus beberapa integral tak wajar
yang memiliki bentuk sesuai fungsi gamma dan fungsi beta serta memiliki
bentuk-bentuk khusus. Integral tak wajar dengan integran memuat fungsi
logaritma dapat diselesaikan dengan langkah mensubstitusi variabel x dengan

e “ Integral tak wajar dengan integran memuat fungsi eksponensial dapat
diselesaikan menggunakan fungsi gamma dengan cara merubah fungsi tersebut
sesuai dengan bentuk fungsi gamma. Beberapa kasus integral tak wajar dapat
diselesaikan menggunakan fungsi beta dengan cara merubah fungsi tersebut
sesuai dengan bentuk fungsi beta, kemudian mencari nilai dari fungsi beta
tersebut dengan menggunakan hubungan fungsi gamma dan fungsi beta.

Abstract

Mathematics has a significant role in the advancement of science and technology
today, both in terms of mathematics and science in terms of it’s applications. In
mathematics, there is a study of the calculus of which discusses the L'Hopital
theorem, improper integrals, gamma functions, and the beta function. Integrals
with infinite limits can be called improper integrals. Complete an improper
integral can be done by finding the limit of its functions. This article will be
reviewed to resolve some of the improper integrals that contain exponential
functions and logarithmic functions. Based on the study, it can be concluded that
the gamma and beta function can be used to solve several cases of improper
integral that has the appropriate form of gamma and beta functions and have
specific forms. Improper integrals with integrands containing logarithmic
functions can be solved by substituting the variable x with€ ", Improper integrals
with integrands containing the exponential function can be solved using the
gamma function by changing the function corresponding to the shape of the
gamma function. Some cases of improper integrals can be solved using the beta
function by changing the function corresponding to the shape of the beta
function, then find the value of beta function using function relationship of beta
and gamma functions.
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Pendahuluan

Matematika mempunyai peranan yang
cukup besar dalam kemajuan ilmu pengetahuan
dan teknologi saat ini, baik dari segi keilmuan
matematika maupun dari segi terapannya. Ilmu
matematika berisi kumpulan teori-teori deduktif
yang aksiomatis, masing-masing mempunyai
suatu sistem tertentu yang terdiri dari
pengertian-pengertian atau simbol-simbol yang
sederhana, pernyataan-pernyataan pangkal yang
sederhana, dan pernyataan-pernyataan
sederhana yang tidak perlu dibuktikan.
Akibatnya, kesimpulan yang diambil sangatlah
logis dan terstruktur secara sistematis.

Suatu integral dengan batas tak hingga
dapat disebut sebagai integral tak wajar, seperti
integral dengan batas atas tak hingga, integral
dengan batas bawah tak hingga, dan integral
dengan batas atas dan bawah tak hingga. Dalam
artikel ini akan dikaji cara menyelesaikan kasus
beberapa integral tak wajar menggunakan fungsi
gamma dan fungsi beta. Pada tulisan ini fungsi
gamma digunakan untuk menyelesaikan kasus
beberapa integral tak wajar dengan integran
memuat fungsi eksponensial dan fungsi
logaritma

Definisi 1
Jika f kontinu untuk setiap nilai x € R

dan C natn hilanoan real maka
00 c b
f+ F@dx = lim. f F@dx+ lim f Fedx
bilamana limit ini ada. Jika limit

tersebut ada, maka integral tak wajarnya
dikatakan konvergen. Jika limitnya tidak ada,
maka dikatakan bahwa integral tak wajarnya
divergen (Leithold, 1993:277).

Definisi 2
Jika f kontinu di setiap x pada selang
(a,b] dan jikaim, .+ f(x) = +oo, maka

x—a

b b
J; f(x)dx = tl—i}g*,’; f(x)dx

bilamana limit ini

1993:286).

Definisi 3
Jika f kontinu di setiap x pada selang
[a,b) dan jika lm fx)=+=  maka

ada (Leithold,

j-bf(x)dx = xli:}gftf(x)dx

bilamana limit ini ada

1993:287).

Definisi 4
Jika f kontinu di setiap x pada selang

(Leithold,

[a,b] kecuali di c, bila a<c<b, dan jika il =+
maka f .

[ 1@ = tm [ fas+ i, [ reas
ini

bilamana limit

1993:287).

ada (Leithold,

Teorema 5
Jika f(x) dan g(x) keduanya mendekati 0
dan juga mendekati too, maka Hm@ e Exi
g = g'(x
"lim" adalah untuk semparang aar

x=—0 x—a
(Ayres & Mendelson, 2006:154).

Teorema 6

Peraturan perubahan variabel dalam integral
tertentu diberikan sebagai berikut

Tf(x) dx = rf[x(uJ] it

dengan f suatu fungsi kontin di
dan x=x(u) terdefinisi pada setiap
mempunyai turunan kontinu dengan
==x#)  dan f[x(u)] kontinu untuk

w<uzw, Soemartojo, 1987:65).

x € [x,7,]
u € [uy,u,]

xy = x(uy),

Definisi 7

Fungsi eksponensial dengan basis b
adalah fungsi dari bilangan real R ke bilangan
real positif R+ yang didefinisikan sebagai berikut
f:r-r* dengan rw=v-wrer (Siang, 2002:140).

Definisi 9
Fungsi gamma dinotas;ikan denganT'(n)
dan didefinisikan sebagai - [ v

yang konvergen untuk setiap bilangan
real positif n (Spiegel, 1974:285).Dari definisi di
atas, hubungan antara fungsi beta dan gamma
dapat ditentukan. Dalam Wrede & Spiegel
(2007) diberikan hubungan Fungsi beta dengan
fungsi gamma yaitu
I1.Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan
Fungsi Gamma
1. Hitunglah
Penyelesaian:

Jelas foooe—x+211’lex.

[

0 _ 2
x+2Inx gy — fo e~ XtInx® g,

(o]
- 2 -
e ¥ e dy = f e™*. x%dx

0

m_

Jo e
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s}

= f x3leXdx=T(3)=2=2.

0
2. Hitunglah fom\/}.e"‘dx.

penyelesaian : )
jelas fo Vx.e ™ dx = fo (x)z.e ™ dx
3 (e er (3
—f(x)z .e dx-F(E)
0
1 1 /1 1 NG
=r(z+1)=5r(3)=5V7=7
3.Hitunglah Jy = dx
Penyelesaian:

we ™™ ) _1
jelas [ %dx = [, (x)2.e7¥dx

o)

= f(x)%_l.e‘xdx = F(%)

0

4. Hitunglah fooo x75. "% dx.

V.

Penyelesaian:
o _1 o0 _1
Jelas fo x 3.e‘8xdx:f0 %.(Sx) 5.7 8%d(8x)

- %f(sx)é-l. =% d(8x) = %r (g)

0

5.Hitunglah fooo x%. e dx.
Penyelesaian:

. 1 1 X
Tulis X2 =u © x =uz © dx = -u " zdu.

© .2 e .1 1
Jelas [, x*.e™ dx = [ w.e . .u"2du

f - 1f 31 g —1r(3)
uz.e u—Z u . u—z 2
0

(o))t

N =

N =

oo a2
6.Hitunglah [, x*.e”** dx.
Penyelesaian:

Jelas
o Cox2 w1 a2 1w 52
fo x2.e" 2 dy = fo ;.xz.e 2x%q(2x2) _Zfo x.e~2°d(2x?)

©

_ L 1 2 = —2x2d 2 1 ( x2 31 —2x2d 2
=2 —1.(2x )Z.e (2x )_71- T )z e (2%=)
0 22 0
11 3 1 1 1 1 1 1 1
=150 "G ) =1z TG) = T = e

7 .Hitunglah fo‘” e~ dx.

Penyelesaian:
Jelas
oo} a2 e i .
foe"dx=fx"dx—fx1xd(2)
1 r 1 2 1, 2
=Ej(x2) zZe ¥ d(x?) =§J(xz)2 e~ d(x?)
0 0
1 /1 1 T
=5r(3)=3"=5

8.Hitunglah | OOO Jy.e¥dy.

Penyelesaian:

Tulis y’=xeoy=Yxeody= %x“gdx.
Jelas

[ e dy= [ A e it dr =t [P e da

1oo 10Q 1 1 /1 v

= _ -x — 5=1 ,-x —_r(Z) =
3J’xze dx 3J’xz e ¥ dx 3[‘<2> =5
0

0

9. Hitunglah f dt 5> 0.
Penyelesaian:
Jelas

o0 et w 1 © s
fy Trde= [t et de = [ V5. (s0) 2.7t~ d(st)

- ?f (st)_%. e st d(st) = ?f (St)%_l- e d(st)
4 0

TG

. 1 dx
10.Hitunglah fo V_Inx’

Penyelesaian:

Tulisy =0 =u=o0o,danx=1=>u=0.

Jika~-Inx =ueox=e¥ < dx=—-e"du
Jelas

1 dx 01 © 1y
fo—__lnx— R du—fore du =
1 dx 01 _ o 1  _
fom:_oofeudu_fo ﬁ.e udu

o0

= f(u)_%.e‘“du e f(u)%_l. edu=T (%) =

0 0

0
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11.Hitunglah 1 1\?
tungiah =2 (1n;) dx.
Tulis X = e_u
Jika
x=0>u=oc, danx=1=>u=0.

Penyelesaian:

< dx = —e Ydu.

Jelas ;
f01x2 (lni) dx = foz(e_“)z (ln—) (—e™)du
= —f e 2 (—e ) (Ine*)3du = f us. e 3%du
0 0
. 1 1118
12 Hitunglah [} [1n (;)] dx.
Penyelesaian:
S dx = —e du.
Jka x =0=>u=0w,x=1=>u=0.

Tulis x = e~ 4

Jelas
e T A I
= f u. e %du = J. u’ L e ¥du=T(7) = 6! = 720.

0 0

. 1/, 1\771
13 Hitunglah T'(v) = [, (1n;) dx,v > 0.
Penyelesaian:
Tulis X = e™% & dx = —e "du.

Jika Xx=0=>u=o00,danx=1=>u=0.

s 2 (n2)" = 12 )

= f (Ine¥)Le*du= f uv"le % du=T).
0

0

e du

14 Hitunglah | 01 (Inx)* dx.
Penyelesaian:
Tulis x = e % & dx = —e *du.
Jika x=0=2u=o0,danx=1=>u=0.
Jelas [1(nx)* dx = [2ne)* . (—e) du
= Jy Une™)* . (e™) du = [*(-u)* . (e™) du

= f ut. e *du= J' uS1. e % du =T(5) = 4! = 24.
0 0

15.Hitunglah f (x In x)3dx

Penyelesaian:
Tulis x = e % & dx = —e %du.
Jikan X=0>u=0o,danx=1=>u=0.

Jelas
fol(xln x)3dx = f;l(e'”ln e "3 (—e Wdu = fme'“ (Ine™®)3e % du

o

» @ )
= f(—u)Se"“‘ du = —f ule ™ du = f 4— (4u)3e 4 Zd(zl-u)
0 0 0

= 7417‘{ (4u)de ™ d(4u) = :7] 4wt te ™ d(4u) = 7417I‘(4-)
0 0

. 13 1
16.Hitunglah fo In (;) dx.
Penyelesaian:

Tulis X = e~ —e Ydu.

JkaX=0>u=o00,dinx=1=>u=0.

Yo dx =
Jelas
fol *n (i) dx = f:(ln e“)g(—e‘”)du = fom u% e % du

- fosaer)-rGon)-e)
= u e u = 3 = 3 —3 3
0

III. Penyelesaian Integral Tak Wajar dengan
Fungsi Beta

1. Hitunglah . f, x5. (1 — x)*dx.

Penyelesaian:

Jelas .

1.6 pi  osag _LerG) 54 1
fO x*.(1—x)*dx = B(6,5) = rain 10 1260

2. Hitunglah f —dx
Penyelesaian:
x =2v © dx = 2dv.Tulis

Jika x=0 maka v=0, dan x=2 maka v=1.

Jelas
2 x2 _ 1(2u)2 1 4v? _ (18 v?
h=mt=l = Js mdv—f s 4
r@)r
—4\/—fv 1-v)" Zdv 4\/73( ) 2. ()
) F(i)
2L.T {5 16 642
=4\/§.7(2) SN, L)
RTINS 15
2272 \2

5Inx+In(1-x)3

1
3. Hitunglah . J, €
Penyelesaian:

Jelas

fleslnx+ln(1 —x)3 fl Inx® eln(1- -x)3

fo xS(l _ X)3 :fx[”l(l—x)“’ldx

0
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_Iere _5i3t 321 1
BN =gy = o1 = 9876 504
. 1 x4
. Hitunglah fo ﬁdx
Penyelesaian:

Jelas
fo — dx—f x*(1—-x2)" 2dx
zf x*(1—-x2)"2 —d(xz)
1J‘x (1—x2)" Zd(xz)— f(xzy (1—x2)" zd(XZ)

(; %) %F(g)r(%)

f @22 (1— x5 A= 3

N F(§+%)1
1 r(G+)r(z)_1273)rG) rr@E) 1 3rG+0r@
= E I3) 2 r(3) 2 rea)
31./1 1 3
13373 _ LgVmVm _3
2 T(3) =77 3 16

. Hitunglah fo W

Penyelesaian:
Jelas
fo \/——x f 1-x%"z dx —f 1-x"z ﬁd(;ﬁ)

1
- %f = - xs)*z — d(x®)= _Uf X2 (1-2%)7 d(x)

J(x3) =) 7dP)=3 f(xﬁs L1 - x5 ()

_13(1 1)
“37\3'2

. Hitunglah f,~

0 (1+y)6 dy.

Penyelesaian:

Jelas .
x
x= m®x+xy yox= y—xy@x—y(l—x)@y—a
dy_(l—x)+x g 1
ot a-n YT a-ar
]ikay:()zx:(),dany:oo:x:l.

2 x -6 1
(1+;v)6 = I (1 x) (1 * E) (1-x%)2 ax
1
x? 1—x+x"° 1 1 =6

=f(1—x)2( -z ) ™= aoar m) éx

0 0

1 2 1
= fﬁ(l —x)8dx = fxz(l —x)%dx

0 0
= fx3-1(1 —x)3"1dx = B(3,3)

0
_TRIE) 221
T 5

dx.

T elasf

212! 4 1

120~ 30°

7. Hitunglah . (@ y* /a7 —y2ay.
Penyelesaian:

Jelas

1
Tulisy* =a’x o y=a'x = dy=%.a.x'5 dx.
Jikkay=0=2>x=0,dany=a=>x=1.

Jelas [ y*\/a? — y2dy = [ (a*x)%.Va? —azx.l.a.x'idx

a
Zfa x? a(l—x)zxzdx——fxz (1—x)2dx
0
1
_a S _mela _a6853
e iR (2’2)
0
5 3 31 1 1
_a F(z)f(z)za_ﬁ 5373276
2 T4 e 3!
a® 3 m.a®

8. Hitunglah fol 1x;x dx.

Penyelesaian:
Tela&f dx—f x 2(1—x)2dx—f xo (1—x)%_1dx
13y @@ _r@zr@ :
BT R e e ACA LS

9. Hitunglah [’(4 - )7 dx.
Penyelesaian:

1
Tulisx? =4y & x =2/y & dx =y 2 dy.
Jikax=0=>y=0,dan x=2=>y=1

2 S 1 Sl 1 Sea il
Jelas [ (4 —xP)zdx = [[(4—4y)2.yT2dy = [[8.(1 - y)zy 2 dy

r3)r@)

1
8[(1 yolyata —83<§l>_8
yiz .y oy 2'2 RE)
0
3
Z

77()r@)

=87
2

=3m.
10. Hitunglah f}'u2. (4 - w): du.
Penyelesaian:

Tulisu = 4v & du = 4 dv.

Jikau=0 2v=0,dmu=4=>v=1.
3 s s s s s
Jelas f04 uz(4—u)du= fol(417)5. (4—-4v)24dv= 4f01 8.v2.32.(1 —v)2dv
1
3 o Boog Loy 5T
= 1024-1.172.(1 —v)Zdv=1024 [ vZ .(1-v)Z dv= 1024.B(§,E>
0

5\ /7
:1024.F(?)'F(?):1024. 2

Pt
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dx

11. Hitunglah [ ===

Penyelesaian:

Tulisx = 3y © dx = 3dy.
Jikax=0=2>y=0,danx=3=>y=1

dy

3 _ ot P
Jelas [ e i L —-yHz2dy

dx 1 3 - 1
T h e =30

H 1 1 H 1 1 118
= fy'f-(l—y)'f dy = fyf'l-(l—y)f'1 dy=B(§,§)
0 0

O
IV. Simpulan
Dari pembahasan di atas diperoleh
simpulan bahwa integral tak wajar yang dapat
diselesaikan dengan bantuan fungsi gamma
meliputi (a) Integral tak wajar yang memiliki
bentuk sesuai dengan fungsi gamma, (b) Integral
tak wajar yang integrannya melibatkan fungsi
eksponensial negatif dan (c) Integral tak wajar
yang integrannya melibatkan fungsi logaritma.
Dari beberapa contoh integral tak wajar terlihat
bahwa integral tak wajar dengan integran
memuat fungsi logaritma dapat diselesaikan
menggunakan fungsi gamma dengan langkah
mensubstitusi variabel x dengan ¢* dan integral
tak wajar dengan integran memuat fungsi
eksponensial dapat diselesaikan menggunakan
fungsi gamma dengan cara merubah fungsi
tersebut sesuai dengan bentuk fungsi gamma.

Integral tak wajar yang dapat
diselesaikan dengan bantuan fungsi beta
meliputi (a) integral tak wajar yang memiliki
bentuk sesuai dengan fungsi beta dan sifat-sifat
fungsi beta, (b) integral tak wajar pada selang
hingga dengan bentuk , (c) beberapa kasus
integral tak  wajar dapat  diselesaikan
menggunakan fungsi beta dengan cara merubah
fungsi tersebut sesuai dengan bentuk fungsi
beta, kemudian mencari nilai dari fungsi beta
tersebut dengan menggunakan hubungan fungsi
gamma dan fungsi beta.
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